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本 书 详细 论述 用 向 量 法 解决 常见 儿 何 问题 的 方法 ， 特 别 是 基于 向 基 相 
加 的 首尾 衔接 规则 的 回路 法 。 指 出 了 选择 回路 的 诀窍 用 大 量 的 例题 展示 
回路 法 解 题 的 简洁 明快 风格 ;分析 了 常见 资料 中 同类 题目 解法 烦 融 的 原 
因 ; 提出 了 改进 向 量 解 题 教学 的 见解 ， 全 书 共 16 章 ， 从 向 量 的 基本 概念 
和 运算 法 则 入 手 。 由 易 至 难 ， 以 简 御 繁 ， 不 仅 列 出 向 量 法 解 题 要 领 。 还 论 
及 向 量 法 与 复数 法 、 解 析 法 、 质 点 法 等 的 联系 - 

本 书 可 供 中 学 和 大 学 的 数学 师 生 、 数 学 爱好 者 ， 以 及 数学 教育 研究 者 
参考 . 
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多 年 从 事 几何 算法 和 定理 机 器 证 明 研究 ， 其 成 
果 曾 获 国家 发 明 二 等 奖 ， 中 国 科学 院 自然 科学 一 等 
奖 ， 国 家 自然 科学 二 等 奖 . 

热心 数学 教育 ， 提 出 教育 数学 的 思想 ， 并 从 事 
中 学 教学 改革 和 微 积分 教学 改革 的 研究 . 

热爱 科普 事业 ， 其 所 著 《 教 育 数学 从 书 》 曾 获 
中 国 图 书 奖 ，《 数 学 家 的 眼光 》 等 科普 作品 普 获 国 
家 科技 进步 二 等 奖 、 第 六 届 国 家 图 书 奖 、“ 五 个 一 ” 
工程 奖 、 全 国 科普 创作 一 等 奖 ，《 好 玩 的 数学 》 丛 
书 获 国家 科技 进步 二 等 奖 I 
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总 序 


看 到 本 丛书 ， 多 数 人 会 问 这 样 的 问题 : 

“什么 是 教育 数学 ?” 

“教育 数学 和 数学 教育 有 何不 同 ?” 

简单 说 ， 改 造 数学 使 之 更 适宜 于 教学 和 学 习 ， 是 教育 数学 为 
自己 提出 的 任务 . 

把 学 数学 比 作 吃 核桃 .核桃 仁美 味 而 富有 营养 ， 但 要 磺 开 才 
能 吃 到 它 ， 有 些 核桃 ， 外 壳 与 核 仁 紧密 相依 ， 成 都 人 形象 地 叫 它 
们 “天 米子 核桃 ”， 如 若 砸 不 得 法 ， 砸 开 了 还 很 难 吃 到 . 数学 教 
育 要 研究 的 ， 就 是 如 何 砸 核桃 吃 核桃 .教育 数学 呢 ， 则 要 研究 改 
良 核桃 的 品种 ， 让 核桃 更 美味 ， 更 营养 ,更 容易 砸 开 吃 净 . 

“教育 数学 ”的 提 法 ， 最 早出 现在 笔者 1989 年 所 写 的 《从 
数学 教育 到 教育 数学 》 中 . 其实， 教育 数学 的 活动 早已 有 之 ， 
如 欧 几 里 得 著 《 几 何 原 本 》、 柯 西 写 《分 析 教 程 》 ， 都 是 教育 数 
学 的 经 典 之 作 . 

数学 教育 有 很 多 世界 公认 的 难点 ， 如 初等 教学 里 的 几何 和 三 
角 ， 高 等 数学 里 面 的 微 积 分 ， 都 比较 难 学 . 为 了 对 付 这 些 难点 ， 
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很 多 数学 老师 、 数 学 教育 专家 前 赴 后 继 ， 做 了 大 量 的 研究 ， 写 了 
很 多 的 著作 ， 进 行 了 广泛 的 教学 实践 . 多 年 实践 ， 几 番 改 革 ， 还 
是 觉得 太 难 ， 不 得 不 “忍痛 审 爱 "， 少 学 或 者 不 学 ， 教育 数学 则 
从 另 一 个 角度 看 问题 : 这 些 难点 的 产生 ， 是 不 是 因为 前 人 留 下 来 
的 知识 组 织 得 不 够 好 ， 不 适 于 数学 的 教 与 学 ? 能 不 能 优化 数学 ， 
改良 数学 ， 让 数学 知识 变 得 更 容易 学 习 呢 ? 

知识 的 组 织 方式 和 学 习 的 难 易 有 密切 的 联系 ,英语 中 12 个 
月 的 名 字 : January, February, =+ . 背 单 词 要 花 点 工夫 吧 ! 如 
果 改良 一 下 : 一 月 就 叫 Monthone， 二 月 就 叫 Monthtwo， 等 等 ， 马 
上 就 能 理解 ， 就 能 记 住 ， 学 起 来 就 容易 多 了 ， 生 活 的 语言 如 此 ， 
科学 的 语言 一 一 数学 一 一 何尝 不 是 这 样 呢 ? 

很 多 人 认为 ， 现 在 小 学 、 中 学 到 大 学 里 所 学 的 数学 ， 从 算 
术 、 几 何 、 代 数 、 三 角 到 微 积 分 ， 都 是 几 百 年 前 甚至 几 千年 前 创 
造 出 来 的 . 这 些 数 学 的 最 基本 的 部 分 ， 普 遍 认 为 是 经 过 千 锤 百 
炼 ， 相 当成 熟 了 . 对 于 这 样 的 数学 内 容 ， 除 了 选择 取 售 ， 除 了 教 
学 法 的 加 工 之 外 ， 还 有 优化 改革 的 余地 吗 ? 

但 事情 还 可 以 换个 角度 看 .这些 进入 了 课堂 的 数学 ， 是 在 不 
同 的 年 代 ， 不 同 的 地 方 ， 由 不 同 的 人 ,为 不 同 的 目的 而 创造 出 来 
的 ， 而 且 其 中 很 多 不 是 为 了 教学 的 目的 而 创造 出 来 的 ， 难 道 它 们 
会 自然 而 然 地 配合 默 加 ， 适 宜 于 教学 和 学 习 吗 ? 

看 来 ， 这 主要 不 是 一 个 理论 问题 ， 而 是 一 个 实践 问题 . 

走 进 教育 数学 ， 看 看 教育 数学 在 做 什么 ， 有 助 于 回答 这 类 
问题 . 

随便 翻 翻 这 几 本 书 ， 就 能 了 解 教育 数学 领域 里 近 20 年 来 做 
了 哪些 工作 . 从 已 有 的 结果 看 到 ， 教 育 数 学 有 事 可 做 ， 而 且 能 做 
更 多 的 事情 

比如 微 积分 教学 的 改革 ， 这 是 在 世界 范围 内 被 广 为 关 注 的 
F. 丛书 中 有 两 本 专 讲 微 积 分 ， 主 要 还 不 是 讲 教学 方法 ， 而 是 讲 
政 革 微 积分 本 身 . 

由 牛顿 和 莱 布 尼 英 创建 的 微 积 分 ， 是 第 一 代 的 微 积分 . 这 是 


说 不 清楚 的 微 积分 . 创建 者 说 不 清楚 ， 使 用 微 积分 解决 问题 的 教 
学 家 也 说 不 清楚 . 原理 虽然 说 不 清楚 ， 应 用 仍然 在 车 描 发 展 . 微 
积分 在 说 不 清楚 的 情形 下 发 展 了 130 多 年 . 

柯 西 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 等 ， 建 立 了 严谨 的 极限 理论 ， 巩 固 了 微 
积分 的 基础 ， 形 成 了 第 二 代 的 微 积 分 . 教学 家 把 微 积 分 说 清楚 
T. 但 是 由 于 概念 和 推理 烦琐 迁 回 ， 对 于 绝 大 多 数学 习 高 等 数学 
的 人 来 说 ， 是 听 不 明白 的 微 积分 . 微 积分 在 多 教学 习 者 听 不 明白 
的 情形 下 ， 又 发 展 了 170 多 年 ， 直 到 今天 . 

第 三 代 的 微 积分 ， 是 正在 创建 发 展 的 新 一 代 的 微 积 分 人们 
希望 微 积分 不 但 严 说， 而 且 直 观 易 懂 ， 简 易 明 快 . 让 学 习 者 用 较 
上 少 的 时 间 和 精力 就 能 够 明白 其 原理 ， 不 但 知 其 然而 且 知 其 所 以 
M. 不 但 数学 家 说 得 清楚 ， 而 且 非 数学 专业 的 多 数学 子 也 能 听 得 
明白 

第 一 代 微 积分 和 第 二 代 微 积分 ， 在 具体 计算 方法 上 基本 相 
同 ; 不 同 的 是 对 原理 的 说 明 ， 前 者 说 不 清楚 ， 后 者 说 清楚 了 

第 三 代 微 积分 和 前 两 代 微 积分 ， 在 具体 计算 方法 上 也 没有 不 
同 ; 不 同 的 仍 是 对 原理 的 说 明 . 

几 十 年 来 ， 国 内 外 都 有 人 从 事 第 三 代 微 积分 的 研究 以 至 教学 
实践 . 这 方面 的 努力 ， 已 经 有 了 显著 的 成 效 ， 在 我 国 ， 林 群 院士 
近 10 年 来 在 此 方向 做 了 大 量 的 工作 .本 从 书 中 的 《 微 积分 快 
餐 )， 就 是 他 在 此 领域 的 代表 作 

古今 中 外 ， 通 俗 地 介绍 微 积分 的 读物 极 多 ， 但 能 够 兼顾 严谨 
与 浅显 直观 的 几乎 没有 .《 微 积分 快餐 》 做 到 了 . 一 张 图 ， 一 个 
不 等 式 ， 几 行文 字 ， 浓缩 了 微 积分 的 精华 .作者 将 微 积分 讲 得 轻 
松 活 波 、 简 单 明 了 ， 而 且 严谨 自封 ， 让 读者 在 品尝 快餐 的 过 程 中 
进入 了 高 等 数学 的 殿堂 

丛书 中 还 有 一 本 《 直 来 直 去 的 微 积分 )， 是 笔者 学 习 微 积分 
的 心得 . 书 中 从 “瞬时 迷 度 有 时 比 平均 过 度 大 ， 有 时 比 平均 过 度 
小 ”这 个 平凡 的 陈述 出 发 ， 不 用 极限 概念 和 实数 理论 ，“ 微 分 不 
微 ， 积 分 不 积 "， 直 截 了 当地 建立 了 微 积分 基础 理论 . 书 中 概念 
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与 《 微 积 分 快餐 》 中 的 去 辑 等 价 而 呈现 形式 不 尽 相 同 ， 丈 途 同 
H, 显示 出 第 三 代 微 积分 的 丰富 多 彩 

回顾 历史 ， 牛 顿 和 拉 格 朗 日 都 曾 撰写 著作 ， 致 力 于 建立 不 用 
极限 也 不 用 无 穷 小 的 微 积分 ,或 证 明 微 积分 的 方法 ， 但 没有 成 
h. 我 国 数 学 大 师 华 罗 广 所 撰写 的 《高 等 教学 引 论 》 中， 也 曾 刻 
ERN, 不 用 中 值 定理 或 实数 理论 而 寻求 直接 证 明 “ 导 数 正则 
函数 增 ” 这 个 具有 广泛 应 用 的 微 积分 基本 命题 ， 可 惜 也 没有 达 
到 目的 . 

前 莫泰 斗 是 我 们 的 先驱 . 教育 数学 的 进展 实现 了 先驱 们 简化 
微 积分 理论 的 愿望 . 

两 本 关于 微 积分 的 书 ， 都 专注 于 基本 思想 和 基本 概念 的 变 
$. 基本 思想 、 基 本 概念 ， 以 及 在 此 基础 上 建立 的 基本 定理 和 公 
式 ， 是 这 门 数 学 的 筋骨 数学 不 能 只 有 筋骨 ， 还 要 有 血 有 肉 ， 中 
国 高 等 教育 学 会 教育 数学 专业 委员 会 理事 长 、 全 国名 师 李 尚志 教 
授 的 最 新 力作 《数学 的 神韵 》 ， 是 有 血 有 内 、 丰 满 生动 的 教育 数 
学 ， 书 中 的 大 量 精彩 实例 可 能 是 你 我 熟悉 的 老 故事 ， 而 作者 却 能 
推陈出新 ， 用 新 的 视角 和 方法 处 理 老 问题 ， 找 出 事物 之 间 的 联 
A, 发 现 不 同 中 的 相同 ， 揭 示 隐藏 的 规律 ， 上山 默 的 场景 该 谐 的 
语言 ， 使 人 在 轻松 阅读 中 领略 神韵 ， 识 破 玄机 .看 看 这 些 标题， 
“简单 见 神韵"、“ 无 招 胜 有 招 "、“ 茅 台 换 矿 泉 "、“ 凌 波 微 步 微 
积分 " ， 可 见 作 者 的 功力 非 同一 般 ! 特别 值得 一 提 的 是 ， 书 中 对 
微 积 分 的 精辟 见解 ， 如 用 代数 观点 演绎 无 穷 小 等 ， 适 用 于 第 一 
代 、 第 二 代 和 第 三 代 微 积分 的 教学 与 学 习 ， 望 读者 留意 体味 . 

练武 功 的 上 乘 境界 是 “无 招 胜 有 招 " ， 但 武功 仍 要 从 一 招 一 
RAN. 解数 学 题 也 是 如 此 . 著名 数学 家 和 数学 教育 家 项 武义 先 
生 说 ， 教 数学 要 教 给 学 生 “ 大 巧 "， 要 教学 生 “ 运 用 之 妙 ， 存 乎 
一 心 ”， 以 不 变 应 万 变 ， 不 讲 或 少 讲 只 能 对 付 一 个 或 几 个 题目 的 
“hI”. 我 起 所 谓 “ 无 招 胜 有 招 ”的 境界 ， 就 是 “大 巧 ” 吧 |! 
但 是 ， 小 巧 固 不 足 取 ， 大 巧 也 确实 太 难 .对 于 大 多 数学 子 ， 还 要 
重视 有 章 可 循 的 招式 ， 由 小 到 大 ， 以 小 御 大 ， 小 题 做 大 ， 小 中 见 


K. 朱 华 伟 教授 和 钱 展 望 教授 的 《数学 解 题 策略 》， 路 踏实 实地 
从 一 招 一 式 一 题 一 法 着 手 ， 探 秘 发 微 ， 系 统 地 冰 述 数学 解 题 法 
门 ， 是 引领 读者 登 堂 入 室 之 作 . 作者 是 数学 奥林匹克 领 堪 的 专家 
数学 奥林匹克 讲究 题目 出 新 ， 不 落 老 套 . 我 看 了 这 本 书 里 的 不 少 
例题 ， 看 不 出 有 哪些 似曾相识 ， 真 不 知道 他 是 从 哪里 搜罗 来 的 ! 

朱 华 伟 教 授 还 为 本 丛书 写 了 一 本 《从 数学 竟 赛 到 竞赛 数 
学 》， 竟 赛 数 学 当然 就 是 奥林匹克 教学 ， 华 伟 教授 认为 ， 竟 赛 数 
学 是 教育 数学 的 一 部 分 .这 个 看 法 是 言 之 成 理 的 .数学 要 解 是 
要 发 现 问题 、 创 造 方 法 . 年 复 一 年 进行 的 数学 竞赛 活动 ， 不 断 地 
为 数学 问题 的 宝库 注入 新 鲜血 液 ， 常 常 把 学 术 形态 的 数学 成 果 转 
化 为 可 能 用 于 教学 的 形态 . 早期 的 国际 数学 奥林匹克 试题 ， 有 不 
少 进入 了 数学 教材 ， 成 为 例题 和 习题 竞赛 数学 与 教育 数学 的 关 
系 ， 于 此 可 见 一 斑 . 

写 到 这 里 ， 思 不 住 要 为 数学 竞赛 说 几 身 话 ， 有 一 阵子 ， 媒 体 
上 面 出 现 不 少 讨伐 数学 竞赛 的 声音 ， 有 的 教育 专家 甚至 认为 数学 
竞赛 之 害 其 于 黄 、 赌 、 毒 . 我 看 了 有 关 报 道 后 第 一 个 想法 是 ， 中 
国 现在 值得 反对 的 事情 不 少 ， 论 轻重 缓急 还 远 远 轮 不 到 反对 数学 
ERE. 再 仔细 读 这 些 反 对 数学 竞赛 的 意见 ， 可 以 看 出 来 ， 他 们 
反对 的 实际 上 是 某 些 为 舍利 而 又 误 人 子弟 的 数学 竞赛 培训 ,就 数 
学 竞赛 本 身 而 言 ， 是 面向 青少年 中 很 小 一 部 分 数学 爱好 者 而 组 织 
的 活动 这些 热心 参与 数学 竞赛 的 数学 爱好 者 (还 有 不 少数 学 爱 
好 者 参与 其 他 活动 ， 例 如 青少年 创新 发 明 活动 、 数 学 建 模 活动 、 
近年 来 设立 的 丘成桐 中 学 数学 奖 ) ， 估 计 不 超过 约 两 亿 中 小 学 生 
的 百 分 之 五 . 从 一 方面 讲 ， 数 学 竞赛 培训 活动 过 热 产 生 的 消极 影 
响 ， 和 升学 考试 体制 以 及 教育 资源 分 配 过 分 集中 等 多 种 因素 有 
关 ， 这 笔 账 不 能 算 在 数学 竟 赛 头 上 ; 从 另 一 方面 看 ， 大 学 招生 和 
数学 竞赛 挂 钓 ， 也 正 说 明了 数学 竞赛 活动 的 成 功 因而 得 到 认可 . 
对 于 青少年 的 课外 兴趣 活动 ， 积 极 的 对 策 不 应 当 是 限制 堵塞 ， 而 
是 开源 分 流 . 发 展 多 种 课外 活动 ， 让 更 多 的 青少年 各 得 其 所 ， 把 
各 种 活动 都 办 得 像 数 学 竞赛 这 样 成 功 并 且 被 认可 数学 竞赛 培训 
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活动 过 热 的 问题 自然 就 化 解 或 缓解 了 

回 到 前 面 的 话题 上面 说 到 “大 巧 ” 和 “小 巧 "， 自 然 想 到 
还 有 “中 巧 ". 大 巧 法 无 定 法 ， 小 巧 一 题 一 法 .中 巧 呢 ， 则 希望 
用 一 个 方法 解 出 一 类 题目 . 也 就 是 说 ， 把 教学 问题 分 门 别 类 ， 一 
类 一 类 地 寻求 可 以 机 械 执 行 的 方法 ， 即 算法 . 中国 古代 的 《 九 章 
AR), 就 贯穿 了 分 类 解 题 寻求 算法 的 思想 .中 小 学 里 学 习 四 则 
算术 、 代 数 方程 ， 大 学 里 学 习 求 导数 ， 学 的 多 是 机 械 的 算法 . 但 
是 ， 自 古 以 来 几何 命题 的 证 明 却 千变万化 ， 法 无 定 法 . 为 了 找寻 
几何 证 题 的 一 般 规律 ， 从 欧 几 里 得 、 笛 卡 儿 到 希 尔 伯 特 ， 前 赴 后 
继 ， 和 孜孜 以 求 . 我 国 最 高 科技 奖 获 得 者 、 著 名 数学 家 吴 文 俊 院 十 
指出 ， 希 泵 伯 特 是 第 一 个 发 现 了 几何 证 明 机 械 化 算法 的 人 .在 
《几何 上 基础》 这 部 名 著 中 ,项 尔 伯 特 对 于 只 涉及 关联 性 质 的 这 类 
几何 命题 ， 给 出 了 机 械 化 的 判定 算法 ， 由 于 受 时 代 的 局 限 性 ， 希 
尔 伯 特 这 一 学 术 成 果 并 不 为 太 多 人 所 知 . 直到 1977 年 ， 吴 文俊 
先生 提出 了 一 个 新 的 方法 ， 可 以 机 械 地 判定 初等 几何 中 等 式 型 命 
题 的 真 假 .这 一 成 果 在 国际 上 被 称 为 “ 吴 方 法 "， 它 在 几何 定理 
机 器 证 明 领域 中 掀起 了 一 个 高 潮 ， 使 这 个 自动 推理 中 最 不 成 功 的 
部 分 变 成 了 最 成 功 的 部 分 

吴 方 法 和 后 来 提出 的 多 种 几何 定理 机 器 证 明 的 算法 ， 都 不 能 
给 出 人 们 易于 检验 和 理解 的 证 明 ， 即 所 谓 可 读 证 明 . 国内 外 的 专 
家 一 度 认 为 ， 机 器 证 明 的 本 质 在 于 “用 量 的 复杂 克服 质 的 困 
难 "， 所 以 不 可 能 机 械 地 产生 可 读 证 明 

笔者 基于 1974 年 在 新 给 教 初中 时 指导 学 生 解 决 几 何 问题 的 
心得 ,总结 出 用 面积 关系 解 题 的 规律 . 在 这 些 规律 的 基础 上 
1992 年 提出 消 点 算法 ， 和 周 威 青 、 高 小 山 两 位 教授 合作 ， 创 建 
了 可 构造 等 式 型 几何 定理 可 读 证 明 自动 生成 的 理论 和 方法 ， 并 在 
计算 机 上 实现 . 最 近 在 网 上 看 到 ， 面 积 消 点 法 也 多 次 在 国外 的 不 
同 的 系统 中 实现 了 . 本 丛书 中 的 《几何 新 方法 和 新 体系 》， 包 括 
了 面积 消 点 法 的 通俗 阐述 ， 以 及 笔者 提出 的 一 个 有 关 面 积 方法 的 
公理 系统 ， 由 冷 拓 同 志 协 助 笔者 整理 而 成 . 教育 数学 研究 的 副 产 


品 解 决 了 机 器 证 明 领 域 中 的 难题 ， 对 笔者 而 言 实 属 侥 让 

基于 对 数学 教育 的 兴趣 ， 笔 者 从 1974 年 以 来 ， 在 30 多 年 间 
符 续 地 探讨 面积 解 题 的 规律 ， 想 把 几何 变 容易 一 些 ， 后 来 发 现 ， 
国内 外 的 中 学 数学 教材 里 ， 已 经 把 几何 证 明 删 得 差不多 了 . 于 是 
“迷途 知 返 " ， 把 三 角 作为 研究 的 重点 .数学 教材 无 论 如 何 改 革 ， 
三 角 总 是 删 不 掉 的 吧 . 本 丛书 中 的 《一 线 串 通 的 初等 数学 ), 讲 
的 是 如 何在 小 学 数学 知识 的 基础 上 建立 三 角 ， 从 三 角 的 发 展 引出 
代数 工具 并 探索 几何 ， 把 三 者 事 在 一 起 的 思路 . 

在 《一 线 事 通 的 初等 数学 )》 中 没有 提 到 向 量 ， 其 实 ， 向量 早 
已 下 放 到 中 学 ， 与 传统 的 初等 数学 为 伍 了 ， 在 上 海 的 数学 教材 里 
甚至 在 初中 就 开始 讲 向 量 . 讲 了 向 量 ， 自 然 想 试 试用 向 量 解决 几 
何 问 题 ， 看 看 向 量 解 题 有 没有 优越 性 .可惜 在 教材 里 和 刊物 上 出 
现 的 许多 向 量 例题 中 ， 方 法 略 嫌 烦 天 ， 反 而 不 如 传统 的 几何 方法 
简捷 优美 如 何 用 向 量 法 解 几何 题 ? 能 不 能 在 大 量 的 几何 问题 的 
解决 过 程 中 体现 向 量 解 题 的 优越 性 ? 这 自然 是 教育 数学 应 当 关 心 
的 一 个 问题 . 为 此 ， 本 处 书 推出 一 本 《 绕 来 绕 去 的 向 量 法 》， 书 
中 用 大 量 实例 说 明 ， 如 果 掌 握 了 向 量 解 题 的 要 领 ， 在 许多 情形 
下 ， 向 量 法 比 纯 几何 方法 或 者 坐标 法 干 得 更 漂亮 ,这 要 领 ， 除 了 
向 量 的 基本 性 质 ， 关 键 就 是 “回路 法 ". 绕 来 绕 去 ， 就 是 回路 之 
意 . 回路 法 是 笔者 的 经 验 谈 ， 没 有 考证 前 人 是 否 书 有 过 ， 更 没有 
上 升 为 算法 .书稿 主要 由 彭 俞 成 同志 执笔 ， 绝 大 多 数 例 子 ， 也 是 
他 采集 加 工 的 . 

谈 起 中 国 的 数学 科普 ， 读 祥 柏 的 名 字 几 乎 无 人 不 知 ， 老 先生 
年 近 八 身 ， 从 事 数学 科普 创作 超过 半 个 世纪 ， 出 书 50 多 种 ， 文 
章 逾 千 篇 ， 对 于 数学 的 执著 和 一 生 的 爱 ， 洋 溢 于 他 为 本 丛书 所 写 
的 《数学 不 了 情 》 的 字里行间 .哪怕 仅仅 信 手 翻 上 几 页 ， 哪 怕 是 
对 数学 知之 不 多 的 中 小 学 生 ， 也 会 被 一 个 个 精彩 算 例 所 显示 的 数 
学 之 美和 数学 之 奇 深 深 吸引 . 书 中 涉及 的 数学 知识 似乎 不 多 不 
深 ， 所 蕴含 的 哲理 却 足 以 使 读者 掩 卷 退 想 . 例如 ， 书 中 揭示 出 高 
等 代数 的 对 称 、 均 衡 与 和 谐 ， 展 现 了 古老 学 科 的 青春 ; 书 中 提 到 
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海峡 两 岸 的 数学 爱好 者 发 现 了 千 百 年 来 从 无 数学 者 、 名 人 的 眼皮 
底下 滑 过 去 的 “自然 数 高 次 方 的 不 变 特性 ”， 这 些 生动 活 波 的 素 
材 ， 兼 有 冰冷 的 思考 与 火热 的 激情 ， 无 论 读者 偏 文 偏 理 ， 均 会 有 
所 收益 . 

沈 文 选 教授 长 期 从 事 中 学 数学 研究 、 初 等 数学 研究 、 奥 林 匹 
克 数 学 研究 和 教育 数学 的 研究 ， 他 的 《 走 进 教育 数学 》 和 本 从 
书 同名 ,是 一 本 从 学 术 理 论 角 度 探索 教育 数学 的 著作 .在 书 中 他 
试图 诠释 “教育 数学 ”的 概念 探究“ 教育 数学 ”的 思想 源头 
与 内 涵 ; 提出 “整合 创新 优化 "、“ 返 政 归 真 优化 ”等 优化 数学 
的 方法 和 手段 ; 并 提供 了 丰富 的 案例 .笔者 原来 杜撰 出 “教育 数 
学 ”的 概念 ， 虽 然 有 些 实例 ， 但 却 凌乱 无 序 ， 不 成 系统 ， 经 过 文 
选 教授 的 旁 征 博 引 ， 诠 释 论 证 ， 居 然 有 了 粗 具 规模 的 体系 框架 ， 
有 点 学 科 模 样 了 . 这 确 是 意外 的 收获 

本 丛书 中 的 《 情 真意 切 话 数学 )》 ， 是 张 黄 宙 教授 和 丁 传 松 、 
柴 俊 两 位 先生 合作 完成 的 一 本 别有风味 的 读数 学 与 数学 教育 的 力 
f. 作者 跳出 数学 看 数学 ， 以 全 新 的 视角 , 六 述 中 学 数学 和 微 积 
分 学 中 蕴涵 的 人 文 意境 ; 将 中 国 古 诗词 等 文学 艺术 和 数学 思想 加 
以 连接 ， 既 有 数学 的 科学 内 涵 ， 又 有 丰富 的 人 文 素养 ， 把 数学 与 
文艺 沟通 ， 帮 助 读者 更 好 地 理解 和 亲近 教学 ， 在 这 里 ， 老 子 道德 
经 中 “道生 一 ,一 生 二 , 二 生 三 ,三 生 万 物 ” 被 看 成 自然 数 公理 
的 本 意 ;“ 前 不 见 古人 ,后 不 见 来 者 , 念 天 地 之 悠 您 ,和 独 恰 然 而 滋 
F”, 解读 为 “四 维 时 空 ”的 遐想 ; “ 满 园 春 色 关 不 住 ， 一 枝 红 
杏 出 墙 来 ”用 来 描述 无 界 数 列 的 本 性 ; WEYLER, 
准 见 长 江天 际 流 ” 则 成 为 极限 过 程 的 传神 写照 书 中 把 数学 之 美 
分 为 美观 、 美 好 、 美 妙 和 完美 4 个 层次 ， 观 点 新 颖 精 用 ， 论 述 丝 
丝 入 扣 . 在 课堂 上 讲 教学 如 能 够 如 此 情 深意 切 ， 何 悉 学 生 不 爱 
数学 ? 

浏览 着 这 风格 不 同 并 且 内 容 过 异 的 11 本 书 ， 教 育 数 学 领域 
的 现状 历历 在 目 . 这 是 一 个 开放 求 新 的 园地 ， 一 个 莲 勃 发 展 的 领 
域 . 在 这 里 耕耘 劳作 的 人 们 ， 想 的 是 教育 ， 做 的 是 数学 ， 为 教育 


E 
% 


而 研究 数学 ， 通 过 丰富 发 展 数学 而 推进 教育 . 在 这 里 大 家 都 做 自 
己 想 做 的 事 ， 提 出 新 定义 新 概念 ， 建 立新 方法 新 体系 ; AEM 
题 新 技巧 ， 寻 求 新 思路 新 趣味 ， 凡 此 种 种 ， 无 不 是 为 教育 而 做 
数学 . 

为 教育 而 做 数学 ,做 出 了 些 结果 ， 出 了 这 套 书 ， 这 仅仅 是 开 
w. 真正 重 要 的 是 进入 教材 ， 进 入 课堂 ， 产 生 实 效 ， 让 千 千 万 万 
学 子 受 益 ， 进 而 推动 社会 发 展 ， 造 福 人 类 . 这 才 是 作者 们 和 出 版 
者 的 大 期 望 . 切 望海 内 外 同道 者 和 不 同道 者 指正 批评 ， 相 与 切 
磋 ， 共 求 真知 ， 为 数学 教育 的 进步 贡献 力量 
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向 量 进入 高 中 数学 教材 已 经 好 几 年 了 .在 上 海 ， 初 中 已 开始 
学 习 向 量 . 关于 向 量 法 ， 近 年 数学 教学 期 刊 上 的 文章 很 多 ， 讨 论 
RARA. 

为 体现 向 量 方法 的 先进 性 和 优越 性 ， 最 有 说 服 力 的 当然 是 举 
出 用 其 解 几何 题 的 例子 .各 种 教材 里 都 有 这 样 的 例题 和 习题 ， 期 
刊 上 发 表 的 文章 中 有 关 向 量 解 几何 题 的 讨论 更 多 . 但 仔细 品味 所 
见 诸 例 的 解法 ， 却 不 免 困惑: 为 何 用 向 量 解 题 往往 比 学 生 知道 的 
其 他 方法 更 烦琐 更 策 执 ? 是 否 因为 向 量 法 过 于 高 级 ， 本 不 适合 解 
初等 几何 问题 ? 

正 是 这 些 例题 及 其 解法 ， 促 使 笔者 对 向 量 解 题 方法 进行 较 深 
入 的 思考 ， 并 大 胆 将 一 得 之 见 写成 此 书 ， 以 期 抛砖引玉 ， 为 繁荣 
数学 教学 改革 之 讨论 竟 尽 绵薄 . 

先 看 一 个 简单 的 例题 . 

【 例 1】 如 图 1, D$ E 2 AABC 的 边 AB 和 AC 的 中 点 ， 求 
it: BC 与 DE 共 线 ， 并 将 DE 用 BC 线性 表示 . 

某 教 材 提供 的 证 明 : A D £ E Æ AABC 的 边 4B 和 AC 的 


中 点 ， 所 以 DE// BC， 即 BC 与 DE 共 线 . 又 DE = BC, BDÉ5 


BF, tD = 了 BC 


这 种 解法 要 求学 生 具 备 “ 三 角形 中 位 线 定理 ”这 一 预备 知 
识 ; 更 让 人 不 解 的 是 ， 向 量 在 这 里 根本 没 起 到 任何 作用 ， 仅 仅 用 
来 解释 平面 几何 中 已 学 过 的 知识 ， 纯 粹 是 “为 向 量 而 向 量 ”. B. 
然 学 生 已 经 学 习 了 向 量 的 加 法 ， 就 直接 写 出 


DE = Di +AE = yB + 二 本 = 184 +AC) = 
电 不 痛快 ? 

考查 此 式 ， 虽 然 仅仅 一 行 ， 却 包含 了 4 个 等 式 ， 有 站 富 的 内 
E. 其 中 第 一 个 等 式 DE =DA+AE 用 了 向 量 相 加 的 首尾 衔接 法 ， 
写 出 这 样 的 等 式 不 必 看 图 ， 只 看 字母 即 可 ; 第 二 个 等 式 DA + AÉ 


- 4 + 了 用 了 题 设 的 中 点 条 件 和 数 乘 向 量 的 几何 意义 ; 第 三 


1 Fe 
pa 


MERTBA + LAC = 省 (好 + 有 C) 用 了 数 来 向 量 对 向 量 加 法 的 分 
配 律 ; WSA (BÀ +A) = 8C 又 一 次 用 到 向 量 相 加 的 首 


尾 衔 接 法 . 几 个 等 式 事 联 ， 不 仅 回答 了 问题 ， 而 且 简 洁 严 说 地 给 
出 了 三 角形 中 位 线 定理 的 向 量 证 法 . 
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引导 学 生 使 用 这 样 的 向 量 解 题 方法 ， 既 复习 了 向 量 基本 知 
识 ， 又 体现 了 向 量 作为 数学 语言 的 简洁 性 和 丰富 的 表现 能 力 

一 行 算式 ， 两 次 用 到 向 量 相 加 的 首尾 衔接 法 . 几 个 向 量 首尾 
衔接 构成 一 个 图 ， 即 它们 的 和 等 于 零 向 量 . 在 解 题 过 程 中 利用 这 
个 等 式 或 与 它 等 价 的 等 式 ， 就 叫做 回路 法 .适当 选择 回路 ， 是 向 
量 解 题 的 基本 手法 . 这 也 是 本 书 书 名 的 由 来 

【 例 2】 如 图 1，A4BC 中 ,过 AB 边 上 中 点 刀 作 BC 的 平行 
A ACT E, 求证; 点 已 是 4C PA. 

某 杂 志 上 一 篇 文章 提供 的 证 明 : RAB =a, AC =b， 则 BC = 
5 -qa， 由 于 AE 与 4C 共 线 ， 所 以 存在 实数 入， 使 得 

AÈ = Ab; (1) 

又 DE//BC， 所 以 存在 实 歼 h， 使 得 DE=p(b -a); 在 AADE P, 
有 


AE = AD + DE = ya +p(b -a)= (} -p)a +ub; (2) 


比较 (1) 和 (2) R, fy -u=0, Asm, 所 以 和 = 


此 题 用 综合 几何 的 证 法 并 不 难 ， h DE//BC HAE -AD = 
所 以 点 已 是 4C PE. 如果 我 们 先 学 了 综合 几何 ， 再 看 这 样 的 解 
答 ， 只 会 得 出 向 量 法 不 如 综合 几何 证 法 的 结论 . 

例 1 和 例 2 可 看 作 是 姐妹 题 ， 解 法 相通 而 不 尽 相同 ， 如 图 有 

AC + CB = AB = 2 AD = 2(AË + ED)= 2 AÉ +2 ED, 
根据 平面 向 量 基本 定理 得 4C = 2 AÉ, Mü484F5CB=2 ED. Bp E 
点 ， 且 ED 为 BC 之 半 . 

在 上 述 推 导 中 两 次 使 用 回路 . 但 最 终 解决 问题 ， 却 用 到 了 平 
面向 量 基本 定理 : 如 果 el 和 es 是 平面 上 两 个 不 共 线 的 向 量 ， 则 
对 于 平面 上 任 一 向 量 a， 存 在 惟一 的 一 对 实数 人 和 和,， 使 得 a = 
AIei + Ases. 


这 条 基本 定理 的 重要 前 提 是 el Pe, 不 共 线 ,而 结论 有 两 点 : 


n} 


一 是 存在 一 对 实数 和 A。， 使 得 a =Aie1 + Mae:; 二 是 这 对 实数 
是 惟一 的 . 

这 惟一 性 是 说 : 车 a = Aiel + hae: =ke, tke, WLA A, = 
k, =ke 在 解 题 中 常常 用 到 的 这 个 惟一 性 ， 看 似 新 事物 ， 但 
仔细 一 琢磨 不 过 是 向 量 共 线 概念 的 直接 推论 .事实 上 ， 因 为 (Ai 
-k)e =(k, -A1)6,, Me, 和 ex 不 共 线 ， 两 端 必然 都 是 零 向 量 ， 
从 而 两 端的 系数 都 是 0， 必 有 和 =，As = 后. 如 果 简 明 一 点 可 
以 这 样 说 ， 若 向 量 @ eb 共 线 且 c 和 d ki, ea 和 c 不 共 线 ， 
则 从 a +c =b+d 可 推出 a=b 和 c=d. 这 种 由 一 个 等 式 获取 两 个 
等 式 的 法 则 ， 在 解 题 中 带 来 的 好 处 是 不 言 而 喻 的 (如 果 是 空间 向 
量 ， 则 可 以 从 一 个 等 式 获取 三 个 等 式 ). 其 实质 相当 于 从 两 点 重 
合 推出 其 坐标 分 别 相等 ， 或 从 两 个 复数 相等 推出 其 实 部 和 唐 部 分 
别 相等 . 因此 ， 用 向 量 解 题 具 有 坐标 解 题 的 优点 ， 却 无 坐标 写法 
的 烦 天 

例 2 原 解 之 所 以 复杂 ， 很 大 原因 就 是 随意 “ 设 4 语 =a" ， 认 为 
这 样 作 能 够 简化 运算 . 表面 看 来 简化 了 ， 但 它 同时 也 拖 盖 了 图 形 
的 性 质 ， 使 之 与 其 他 向 量 失去 了 联系 .以 最 简单 的 例子 来 说 ， 在 
AABC P, i&AB=a, BC =bp，Cj =c， 那 么 通过 a, b, c 就 很 难 
ARAB + BC + CÀ =0 这 个 首尾 衔接 的 几何 关系 .更 何况 ， 最 终 
还 要 将 a, b, c 还 原 成 4B，BC，CA， 又 得 花 一 次 工夫 .再 者 
“ 设 久 =a” 后 ， 记 号 戌 售 增加， 更 让 一 些 基础 较 差 的 学 生 感到 
难以 掌握 . 

【 例 3】 如 图 2， 求 证 梯形 ABCD 的 两 对 角 线 的 中 点 的 连 线 
平行 底 边 且 等 于 两 底 差 的 一 半 . 

某 杂 志 上 面 一 篇 文章 提供 的 下 述 解答 足以 说 明 “ 设 好 =a” 
带 来 的 复杂 性 . 

证 明 设 DC=MB， AB=a, AD =b; 于 是 


=. a _ 工 1 
MN = AN AM = (a +b) 24C 
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=3(a+b)- 40a +b) = 3 -ha, 
所 以 MN//a, PP AB//CD//MN, R 


IMN| = a-pa|-|1 la| = 4- CD 


=| 

[Ed 
车 不 另 设 字母 ， pp 
AB + CD = (AM + MN + NB) + (CM + MN + ND) =2 MN. 
W AB//CD f AB//CD//MN, Pa MN = AB DC. 


ETA, R “RAB =a”， 不 但 过 程 要 简洁 一 些 ， 而 且 思 
路 更 加 清晰 


图 2 


求证 三 角形 三 条 中 线 交 于 一 点 是 比较 基础 的 题目 .向 量 法 解 
题 的 资料 中 ， 此 题 出 现 频率 很 高 ， 某 教材 提供 的 下 述 证 明 颇 具 代 
Ait. 

[54] 3683, EN, D, MXH AB, BC, CA 的 中 
点 ， 求 证 : AD, BM, CN 交 于 一 点 . 


证 明 在 BM 上 取 点 Ci， 使 得 BCI = 人 8Nj， 再 在 平面 上 任 取 


点 0， 则 0G) = 于 0 态 + 了 0 =-308+3 人 (2 机 + =} 0i + 


本 B+0C); 再 在 CN 上 取 点 G,， 使 得 CG = 3 在 4D 上 取 点 


ü. 16, = 24b; 可 得 OG; =} (0 +08 +00), OG, = T (0 + 
8+0C)， 所 以 0Gi = 0G; = 0G;, H G, C, G, 重合 ， 所 以 三 
中 线 交 于 一 点 

这 一 证 明 用 到 了 重心 分 中 线 2:1 的 性 质 ， 否 则 证 明 还 要 长 一 
些 . 其 思想 和 坐标 法 本 质 上 一 样 ， 在 表达 形式 上 比 坐标 法 稍微 简 
便 ， 表 现在 一 个 点 用 一 个 字母 表示 ， 比 用 横 、 纵 坐标 表示 
更 方便 . 

上 述 的 证 明 让 一 些 中 学 老师 产生 疑惑 : 既然 向 量 法 和 坐标 法 
没有 本 质 区 别 ， 为 什么 既 要 学 坐标 法 还 要 学 向 量 法 ， 这 不 是 增加 
学 生 负 担 么 ? 

可 能 看 了 以 下 证 法 之 后 ， 就 会 发 现 向 量 回路 解 题 的 独特 
之 处 了 . 

另 证 1 如 图 3， 设 中 线 BM 和 CN 2 +š P, 连接 AP, W| 
BP +PC=BÀ +AC =2(NÀ +AM) =2(NP +PM), WHP 0A 
基本 定理 得 BP =2 PM, AP = AC + CB + BP =2 ( PM + MC + CD) 
=2 PD; WA, P, D = 53. L PEPR A ft yt 
为 2: 1. 
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另 证 2 ”用 着 等 式 表述 
AP = AM + MP = M + MP =2 MP + PÓ 
=2 NP +PB (最 后 一 步 与 前 同 理 ) 
=P + PÈ = PD + DÈ + PD + DÈ 
=2 PD (用 基本 定理 有 2 NP = PÓ). 
关于 三 角形 三 中 线 共 点 的 向 量 证 法 ， 不 仅 教材 编者 重视 ， 也 
受 刊物 青睐 .一 个 在 数学 教师 中 有 一 定 威望 的 期 刊 ， 曾 在 一 年 内 
发 两 篇 文 讨论 这 个 问题 ， 提 供 的 解法 均 较 烦 顷 ， 比 起 前 面 三 个 例 
子 ， 此 题 难点 在 于 结论 涉及 两 线段 交点 ， 而 交点 分 线段 之 比 未 
知 ， 在 解析 几何 中 求 交点 相当 于 解 联 立方 程 ， 解 题 人 思路 往往 被 
导向 解 方程 ， 以 致 走向 索 路 .向 量 法 处 理 涉及 交点 的 问题 ， 其 雇 
窍 在 于 从 一 个 涉及 解 题目 标的 回路 等 式 出 发 ， 利 用 题 设 条 件 和 回 
路 等 式 代 换 尽 量 把 等 式 中 的 向 量 都 化 到 相交 的 线段 上 ， 从 而 应 用 
基本 定理 获取 关键 信息 . 心中 只 要 有 了 这 个 主见 ， 绝 大 多 数 问题 
ERAN GM. 
笔者 在 此 无 意 否定 坐标 法 ， 也 不 是 说 向 量 法 就 一 定 比 坐标 法 更 
先进 .而 是 要 说 明 ; 既然 教材 引入 了 向 量 法 ， 所 谓 用 人 用 其 长 处 
那 我 们 就 要 把 向 量 的 特点 充分 发 挥 出 来 ， 而 不 是 穿 新 鞋 走 老路 . 
接 下 来 的 例 5 在 综合 几何 中 ， 本 是 一 道 极 常见 的 题目 ， 根 本 
不 值得 一 提 . 随便 找 一 个 学 过 三 角形 相似 的 初中 生 就 能 轻松 做 出 
A. 但 就 是 这 样 一 道 题 ， 却 在 高 中 的 向 量 教学 中 ， 掀 起 了 波澜， 
多 个 版 本 的 高 中 数学 教材 都 选用 了 此 题 ， 或 作 例题 或 为 习题 . 
【 例 5】 如 图 4， 在 平行 四 边 形 ABCD P E fo FAA AD 


图 4 


4 


和 CD 中 点 ， 连 接 BE fo BF Z AC FARIT, Kz R $o TAYA] 
为 4C 的 三 等 分 点 。 

证 明 第 一 步 ， 建 立 平面 几何 与 向 量 的 关系 ， 用 向 量 表示 问 
题 中 的 几何 元 素 ， 将 平面 几何 问题 转化 成 向 量 问题 AB =a, 
AD=b, AR=r, A =t, 则 AC =a +b. 

第 二 步 ， 通 过 向 量 运算 ， 研 究 几 何 元 素 之 间 的 关系 : 由 于 
AR5AC3kA, Br, 我们 设 r=n(a+b), ne R, xB EB = 


AB-AË=a-2b, ERS EBR, FL RAYiRER= m EB =m(a — 


zb). BAAR =AË + ER, M r=2b+m|a - b). 因此 n(a+ 


xvii 


b) =3b+m(a-3b), m 


m-1 
2 


由 于 向 量 a 和 五 不 共 线 ， 要 使 得 上 式 为 0， 必 须 
Pan, 


(n-m)a+(n+ Je =0. 


m-l 
2 =0. 


n + 
Mitn=m=+- 所 以 人 R= 和 AC， AT 


第 三 步 ， 把 运算 结果 “翻译 ”成 几何 关系 : AR = RT = TC. 
以 上 证 明 抄 自 某 教材 ， 未 作 政 动 . 


初中 生 很 容易 解答 的 题目 ( 易 证 A4TB ~ ACTF, AAL = 


全 =2)， 到 了 高 中 反而 越 来 越 复杂 了 。 教科 书 直接 影响 了 教师 
的 思维 ,一 位 老师 专门 对 此 题 作 了 探 完 ， 发 表 的 文章 中 总 结 了 5 
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种 解法 ， 都 较 烦 项 .这样 的 向 量 法 证 明 给 不 少 老师 带 来 了 疑 总 
他 们 在 教学 中 不 知道 如 何 向 学 生 解释 课 标 中 所 谓 的 “向 量 法 的 
先进 性 "1! 

能 否 利用 向 量 法 非常 简单 地 证 明 此 题 呢 ? 证 法 是 有 的 ， 另 
证 ; 由 题 意 得 47 + TB = AB = DC =2 FÓ = 2 FT +2 TC. 根据 平面 
向 量 基本 定理 得 47= ins. 故 点 了 为 4C 的 三 等 分 点 . FWS R 
为 4C 的 三 等 分 点 . 

此 证 法 的 思路 体现 了 前 述 处 理 交 点 问题 的 诀窍 :从 涉及 解 是 
目标 4 这 的 回路 等 式 4 字 + 7 =AB 出 发 ， 把 其 中 不 在 相交 线段 上 的 
向 量 1 硝化 到 相交 线段 上 ， 问 题 就 解决 了 . 

从 这 可 看 出 ， 不 是 向 量 法 本 身 有 问题 ， 而 是 没有 正确 使 用 向 
量 法 来 解 题 . 向 量具 有 几何 形式 和 代数 形式 的 “双重 身份 "， 这 
也 是 将 向 量 引入 中 学 教材 的 一 个 重要 原因 ， 若 不 能 超脱 坐标 情结 
和 方程 情结 ， 过 于 注重 其 代数 形式 ， 忽 视 了 几何 形式 ， 以 臻 运用 
向 量 法 解 题 时 ， 与 代数 中 的 解 应 用 题 方法 ( 设 未 知 数 ， 列 方程 ) 
基本 相同 ， 将 几何 问题 转化 为 方程 组 求解 ， 其 中 包括 大 量 运算 
自然 较为 烦琐 . 

一 些 资料 将 向 量 解 题 总 结 为 “三 部 曲 "; 向 量 表示 (把 几 
何 问题 中 的 点 、 直 线 、 平 面 等 元 素 用 向 量 表示 ); 回 向 量 运算 
(针对 几何 问题 ， 进 行 向 量 运算 ); 国 回归 几何 〔( 对 向 量 运算 结 
果 作 出 几何 意义 上 的 解释 ) 

这 一 总 结 是 一 个 大 的 指导 方针 ， 从 理论 上 来 说 ， 是 没有 问题 
的 . 上 面 诸 例 中 简洁 的 向 量 解法 ， 仔 细 分 析 起 来 无 非 也 是 这 “三 
部 曲 ”， 在 实际 操作 的 时 候 ， 无 震 死 守 套路 ， 完 全 可 以 根据 几何 
意义 列 出 等 式 ， 计 算 与 图 形 融 为 一 体 ; 关键 之 处 就 在 于 领会 向 量 
几何 ， 其 运算 不 仅仅 是 数 的 运算 ， 还 包括 图 形 的 运算 ， 这 是 向 量 
法 解 题 的 特点 .而 把 向 量化 到 相交 线段 上 ， 实 质 也 是 在 寻求 一 对 
有 效 的 坐标 标 架 . 

正如 陈 昌 平 、 张 英 窗 等 诸位 先生 所 说 : 向 量 和 几何 的 融合 ， 
已 是 不 可 阻挡 的 潮流 .向量 解 题 引入 教材 ， 是 必然 ， 也 是 好 事 


全 前言 


一 方面 能 够 使 很 多 的 知识 贯穿 起 来 ， 成 为 系列 ; 另 一 方面 也 有 利 
于 学 生 进一步 学 习 高 等 数学 . 

但 从 目前 的 情况 来 看 ， 如 何 编写 向 量 法 的 教材 ， 如 向 进行 向 
量 法 的 教学 和 解 题 ， 还 很 值得 研究 . 单 二 教授 认为 ， 同 一 个 教学 
问题 的 不 同 解法 ， 可 以 有 美 丑 之 分 . 简洁 明快 是 一 种 教学 美 A 
数学 解 题 教学 中 ， 当 然 应 当 引 导 学 生 寻求 更 美的 解 题 方法 .从 上 
面 的 例子 看 ， 向 量 解 题 方法 朝 着 更 美的 目标 的 提升 ， 还 有 很 大 空 
B). 何 时 这 空间 变 得 狭窄 了 ， 教 村 上 期 刊 上 这 些 烦琐 的 解 题 方法 
稀少 了 ， 老 师 、 学 生 们 对 向 量 解 题 的 优越 性 心服 口服 了 ， 本 书 也 
就 无 用 了 . 

多 数 作 者 希望 写 出 不 朽 的 作品 ， 笔 者 却 愿 本 书 速配 

本 书 题目 很 多 ， 收集、 整理 、 排 列 ， 虽 费 了 不 少 工夫 ， 仍 不 
敢 说 没有 错漏 之 处 ， 欢 迎 来 信 批 评 指正 . 


本 书 出 版 获 国家 自然 科学 基金 (编号 ; 60903023) 和 高 等 学 校 博士 点 专项 
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1.1 向 量 和 标量 


在 日 常生 活 中 ,我 们 会 接触 到 各 种 各 样 的 量 ， 这 些 量 可 分 为 两 
类 ， 一 类 量 在 取 定 基本 单位 后 ， 只 用 一 个 实数 就 可 以 表示 出 来 ， 例 如 
长 度 、 面 积 、 温 度 、 质 量 等 ， 这 样 的 量 称 为 标量 或 是 数量 . 还 有 一 类 
量 ， 除 了 有 大 小 外 ， 还 有 方向 ， 通 常 把 这 种 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫 
做 向 量 或 矢量 ， 例 如 速度 、 加 速度 、 力 、 速 度 、 位 移 以 及 电场 强度 、 
磁感应 强度 等 都 是 向 量 . 

凡事 从 最 简单 的 情形 开始 想 ， 就 容易 理解 ， 数 轴 上 的 有 向 线段 ， 
也 是 有 大 小 有 方向 的 ， 也 是 向 量 . 尽管 只 有 两 个 方向 ， 总 不 能 说 没有 
方向 吧 ? 有 向 线段 的 终点 坐标 减 去 起 点 坐标 ， 得 到 一 个 实数 ， 实 数 的 
绝对 值 就 是 它 的 大 小 ， 实 数 的 符号 表示 它 的 方向 . 这 样 看 ， 实 数 也 是 
向 量 ， 叫 一 维 向 量 . 标量 和 向 量 的 划分 是 物理 和 工程 中 的 概念 . 数学 
中 严谨 地 说 ， 标 量 也 是 向 量 ， 只 是 维 数 不 够 高 而 已 . 

从 有 向 线段 出 发 考虑 ， 便 会 看 到 : 向 量 的 相等 、 向 量 的 加 法 、 向 
量 的 数 乘 、 向 量 的 模 等 等 ， 都 保持 了 有 向 线段 原来 的 性 质 . 

向 量 又 可 分 为 两 种 

当 某 个 向 量 被 确定 之 后 ， 它 的 大 小 和 方向 随 之 确定 . 反之 ， 当 向 
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量 的 大 小 与 方向 都 给 定之 后 ， 是 否 完全 确定 它 的 位 置 呢 ? 不 是 的 ， 因 
为 向 量 的 起 点 尚未 确定 ， 只 有 再 确定 了 起 点 (或 终点 ) 的 位 置 ， 它 才 
能 真正 确定 下 来 . 壁 如 物理 学 中 的 力 ， 除 了 大 小 、 方 向 之 外 ， 还 要 考 
BERA. 通常 把 这 种 对 大 小 、 方 向 和 起 点 都 确定 的 向 量 称 之 为 固定 
向 量 . 

还 有 一 类 向 量 ( 如 位 移 、 速 度 等 )， 只 关心 大 小 和 方向 ， 根 本 不 
考虑 起 点 位 置 . 通常 把 这 种 大 小 、 方 向 确定 ， 起 点 不 确定 的 向 量 称 之 
为 自由 向 量 . 也 就 是 说 ， 凡 是 大 小 相等 、 方 向 相同 的 向 量 ， 我 们 都 可 
以 将 之 看 作 是 相等 的 向 量 . 

中 学 教学 中 谈 起 向 量 ， 关 心 的 是 向 量 起 点 、 终 点 的 相对 位 置 ， 并 
不 太 关心 向 量 起 点 的 绝对 位 置 . 原因 何在 ? 因为 向 量 平移 满足 自 反 性 、 
对 称 性 、 传 递 性 ， 即 满足 等 价 类 的 要 求 .在 等 价 类 中 ， 所 有 向 量 是 可 
以 看 作 彼此 不 加 区 分 的 ， 即 类 中 任 一 向 量 都 有 资格 派出 作为 代表 . 如 
果 硬 是 要 用 起 始点 将 等 价 类 中 的 各 个 向 量 加 以 区 分 ， 那 么 向 量 之 间 的 
相互 转化 就 成 了 麻烦 ， 向 量 的 运算 将 成 为 空谈 . 

举 个 简单 例子 吧 . 军训 时 ,教官 让 学 员 向 前 五 步 走 ; 虽然 每 个 学 
员 的 初始 位 置 不 相同 ， 但 他 们 的 位 移 是 一 样 的 . 如 果 限 定 起 点 的 话 
那么 教官 要 对 每 一 个 学 员 分 别 下 命令 ， 多 麻烦 啊 

本 书 所 讨论 的 向 量 均 指 自由 向 量 . 数学 里 提 到 向 量 ， 如 果 没有 特 
别 说 明 ， 均 指 自由 向 量 
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向 量 最 早出 现在 物理 学 中 ， 其 起 源 与 发 展 主要 有 三 条 线索 : 物理 
学 中 的 速度 和 力 的 平行 四 边 形 法 则 、 复 数 的 几何 表示 和 位 置 几何 . 

早 在 公元 前 350 年 前 ， 古 希腊 学 者 亚 里 土 多 德 ( Aristotle) 在 进行 
力学 研究 时 发 现 作用 在 物体 同一 点 上 的 两 个 力 ， 其 实际 效果 不 是 两 
企 力 大 小 的 简单 相 加 ， 而 是 遵循 平行 四 边 形 法 则 . 

如 图 1-1， 假 设 有 两 个 力 F, 和 F, 同时 作用 在 物体 的 4 点 ，F, 和 
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图 1-1 
F, 的 方向 分 别 为 从 4 至 妃 和 从 4 ED, F, ft F, 的 大 小 分 别 等 于 AB 和 
AD 的 长 度 ， 若 以 AB 和 AD 为 邻 边 作 平行 四 边 形 48CD， 则 对 角 线 1 
表示 力 F, 和 F, 的 合力 的 大 小 与 方向 . 这 就 是 平行 四 边 形 法 则 ， 也 就 
是 向 量 的 加 法 碟 + 妨 = 也 .根据 平行 四 边 形 对 边 平行 且 相等 的 性 质 ， 
MAB + BC =AC， 此 称 为 向 量 的 三 角形 法 则 . 

对 于 三 角形 法 则 ， 我 们 可 以 这 样 理解 : 甲 、 乙 二 人 刚 开始 都 在 4 
位 置 ， 乙 直接 来 到 C 位 置 ， 而 甲 却 先 到 8 位 置办 事 ， 然 后 赶 往 C 位 置 
与 乙 会 合 . 二 人 行走 路 线 虽 不 同 ， 但 从 效果 上 来 看 ， 都 是 从 4 到 了 C. 
中 国 古代 数学 名 著 《 九 章 算术 》 (《 九 章 算术 》 成 书 于 何 时 众说 纷 纸 ， 
多 数 认为 在 公元 1 世纪 前 后 ) 中 就 有 这 么 一 题 :“ 今 有 二 人 同 所 立 . 
MERE, LRE. 乙 东 行 .。 甲 南 行 十 步 而 那 东 北 与 乙 会 . 问 甲乙 
行 各 几何 ?” 原 解答 是 用 勾 股 定理 ， 而 我 们 也 可 以 利用 “效果 相等 ” 
来 列 方程 解答 ， 这 暗示 向 量 法 和 三 角形 问题 有 着 天 然 联系 

进一步 地 ， 可 以 将 三 角形 法 则 拓展 到 多 边 形 法 则 : AB, + B.B; 
+= +B. = AÓ. 关注 初始 状态 和 最 终 状态 ， 中 间 的 过 程 不 影响 等 式 
的 成 立 ， 这 就 给 了 我 们 发 挥 的 空间 .而 这 也 正 是 本 书 中 将 要 反复 使 用 
的 向 量 回路 ， 

向 量 与 平行 四 边 形 有 着 如 此 天 然 的 联系 .联系 平行 四 边 形 对 理解 
向 量 的 性 质 有 很 大 的 帮助 . 璧 如 在 图 1-1 中 , AC = AB + BÉ = AÜ + DÓ, 
是 不 是 暗示 向 量 加 法 满足 交换 律 呢 ? 进一步 思考 ， 是 不 是 其 中 还 暗藏 
着 平面 向 量 的 基本 定理 呢 ? 另 一 方面 ， 也 提示 我 们 用 向 量 法 解 平行 四 
边 形 问题 有 着 独特 的 优势 . 

向 量 的 平行 四 边 形 法 则 是 如 此 重要 ， 以 至 于 有 人 提议 向 量 应 该 如 


M... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to tducational Mathematics 


下 定义 : 既 有 大 小 又 有 方向 ， 且 满足 平行 四 边 形 法 则 的 量 叫做 向 量 . 
理由 是 : 数学 中 给 出 一 个 定义 之 后 ， 一 定 能 够 推导 出 被 定义 对 象 的 种 
种 性 质 . 例如 ， 由 平行 四 边 形 的 定义 一 一 有 两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 
形 ， 则 可 推出 两 组 对 边 分 别 相等 ， 对 角 线 互相 平分 等 性 质 . 如 果 仅 仅 
以 “有 大 小 和 方向 的 量 就 是 向 量 ” 作 为 向 量 的 定义 的 话 ， 如 何 能 够 推 
导出 平行 四 边 形 法 则 ? 

向 量 的 起 源 虽 早 ， 但 发 展 却 很 缓慢 . 从 数学 发 展 史 来 看 ， 发 现 向 
量 的 平行 四 边 形 法 则 之 后 的 2000 多 年 中 ， 向 量 理论 几乎 没什么 发 展 ， 
直到 复数 的 几何 解释 的 出 现 才 改变 了 这 一 状况 . 在 这 2000 多 年 中 ,不 
少数 学 家 都 曾经 使 用 过 向 量 的 平行 四 边 形 法 则 解决 问题 ， 辟 如 海伦 
(Heron) 、 伽利略 ( Galileo) 、 牛 顿 (Newton) 等 . 

向 量 能 够 进入 数学 并 得 到 发 展 ， 首 先 应 从 复数 的 几何 表示 谈 起 . 
1797 年 ， 挪 威 数学 家 维 塞 尔 ( Wessel) 提出 了 复数 的 几何 解释 . 如 
图 1-2 建 立 坐 标 平面 ， 对 于 每 一 个 复数 :=a + 所 都 可 以 在 平面 上 找到 
点 Z (a, b), 而 以 0 为 起 点 Z 为 终点 的 有 向 线段 2 称 之 为 :=a + bi 
的 对 应 向 量 . 复数 的 几何 表示 就 是 ， 任 一 复数 都 可 以 与 复 平面 上 的 一 
个 点 或 一 个 向 量 (以 坐标 原点 为 起 点 ) 一 一 对 应 .数学 王子 高 斯 
(Gauss) 在 这 方面 做 出 过 贡献 ， 以 至 于 人 们 常常 把 这 样 的 平面 称 为 高 
斯 复 平面 . 


复数 的 几何 表示 的 提出 ， 既 使 得 “虚幻 ”的 复数 有 了 实际 的 模 
型 ， 不 再 虚幻; 又 使 得 人 们 在 逐步 接受 复数 的 同时 ， 学 会 利用 复数 来 
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表示 和 研究 平面 中 的 向 量 ， 向 量 从 此 得 到 发 展 . 复数 使 向 量 代数 化 
但 复数 所 能 描述 的 向 量 只 能 是 2 维 的 ， 而 人 类 所 生存 的 空间 是 3 维 的 . 
于 是 人 们 开始 寻找 “3 维 复数 " ， 但 始终 没有 找到 . 直到 1843 年 , W 
国 数学 家 哈密 顿 ( Hamilton) 舍弃 了 交换 律 , 创造 了 所 谓 的 “四 元 
数 ”. 再 到 后 来 ， 数 学 家 们 将 向 量 作为 一 门 独立 的 数学 分 支 进行 研究 ， 
使 向 量 的 运算 从 最 基本 的 平行 四 边 形 法 则 扩展 到 内 积 和 外 积 ， 向 量 的 
存在 空间 也 从 平面 到 空间 ， 再 到 现实 世界 中 并 不 存在 的 维 空 间 . 由 于 
四 元 数 以 及 其 后 的 发 展 与 中 学 所 讲 向 量 并 无 太 大 关系 ， 本 书 在 此 略 过 . 

位 置 几何 是 向 量 理论 的 又 一 个 重要 思想 源泉 ， 下 面 给 出 简略 介 
M, 希 费 有 助 于 帮助 读者 理解 向 量 . 微 积分 的 创始 人 之 一 莱 布 尼 蒋 
(Leibniz) 试图 创造 一 种 新 的 几何 学 : 位 置 几何 . 但 他 只 给 出 了 一 个 
框架 . 莱 布 尼 茨 在 1679 年 9 月 8 日 写 给 惠 更 斯 (Huygens) 的 一 封 信 
中 阐述 了 他 对 位 置 几 何 的 看 法 : “我 已 经 发 现 了 一 些 完全 不 同 的 有 新 
特点 的 元 素 ， 即 使 在 没有 任何 图 形 的 情况 下 ， 它 也 能 有 利于 表达 思 
想 、 表 达 事物 的 本 质 . 代数 仅仅 能 表达 未 定 的 数 或 量 值 ， 不 能 直接 表 
达 位 置 、 角 度 和 运动 . 因此 ， 利 用 代数 运算 来 分 析 一 个 图 形 的 特点 是 
很 困难 的 ， 即 使 利用 完整 的 代数 运算 ， 去 寻找 方便 的 几何 证 明和 构造 
更 为 困难 . 我 的 这 个 新 系统 能 紧 跟 可 见 的 图 形 ， 以 一 种 自然 的 、 分 析 
的 方式 ， 通 过 一 个 确定 的 程序 同时 给 出 解 、 构 造 和 几何 的 证 明 . 但 是 
它 的 主要 价值 存在 于 可 操作 的 推理 中 ， 存 在 于 利用 它 的 特点 通过 运算 
能 得 出 的 结论 中 . 这 个 特点 在 图 形 里 不 能 表达 出 来 . 它 不 需要 大 量 的 
乘法 ， 不 需要 添加 令 人 困惑 的 太 多 的 点 和 线 . 相 比 而 言 ， 这 种 新 方法 
确实 能 指导 我 们 ， 使 我 们 不 用 费力 . 我 相信 通过 这 个 方法 ， 人 们 可 以 
像 处 理 几何 一 样 处 理 力学 ， 甚 至 检验 材料 的 质量 ， 因 为 这 些 对 象 能 注 
意 到 的 部 分 通常 取决 于 某 些 图 形 . 最 终 ， 如 果 我 们 已 经 发 现 了 一 些 这 
样 简便 的 方法 去 减轻 创造 力 的 负担 ， 我 们 可 能 会 在 物理 中 得 到 更 多 的 
结果 ”. 

莱 布 尼 茨 虽然 看 到 了 他 所 设想 的 新 代数 将 在 数学 和 物理 上 有 许多 
应 用 ,但 可 懂 的 是 他 没有 为 此 而 创造 出 一 种 实际 有 效 的 方法 . 之 后 
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德国 数学 家 格拉 斯 曼 ( Grassmann) 的 工作 把 莱 布 尼 茨 构思 的 系统 的 
几何 特征 带 到 现实 中 来 ， 从 而 表明 莱 布 尼 芯 的 思想 并 不 是 一 个 梦 ! 其 
实 ， 格 拉 斯 曼 在 听 说 莱 布 尼 芯 的 思想 之 前 就 已 经 创造 了 类 似 的 一 个 系 
统 ， 他 与 莱 布 尼 芯 的 目的 总 体 来 说 是 相同 的 ， 他 们 都 想 通 过 固定 的 法 
则 去 建立 一 个 方便 计算 或 操作 的 符号 体系 ， 并 由 此 演绎 出 用 符号 表达 
的 事物 的 正确 命题 . 而 且 ， 他 们 也 都 希望 发 现 一 个 同时 具有 分 析 和 综 
合 特点 的 几何 ， 而 不 像 欧 几 里 得 几何 与 笛 卡 儿 几 何 那样 分 别 只 具有 综 
合 的 与 分 析 的 特点 . 

如 今 的 向 量 几何 ， 其 运算 不 仅仅 是 数 的 运算 ， 还 包括 图 形 的 运 
算 ; 向 量 解 题 在 一 定 程度 上 摆脱 了 辅助 线 . 这 应 该 是 符合 莱 布 尼 获 
设想 中 的 几何 的 特点 的 ,“ 是 一 种 同时 具有 分 析 和 综合 特点 的 几何 
而 不 像 欧 几 里 得 几何 与 笛 卡 儿 几 何 那样 分 别 只 具有 综合 的 与 分 析 的 
特点 ”- 

以 上 向 量 的 历史 ， 部 分 引 自 西北 大 学 孙 庆 华 的 博士 论文 《向 量 理 
论 历 史 研 究 》， 对 此 有 兴趣 的 读者 可 查阅 原文 . 


1.3 向 量 名 词 的 演变 


向 量 这 一 术语 最 早 为 英国 数学 家 哈密 顿 使 用 ， 他 也 是 第 一 个 用 
“向 量 (vector) ”表示 有 向 线段 的 数学 家 .“vector” 的 词根 源 自 拉 丁 词 
“vehere”, WUE “W” ( 这 个 拉丁 词 的 过 去 分 词 是 vectus) ， 其 含 
义 隐 含 着 将 某 物 从 此 处 带 到 彼 处 的 意思 .向量 在 中 国 的 传播 过 程 中 
曾 有 过 多 种 译 法 ， 辟 如 有 向 数 、 有 向 量 、 方 向 量 等 . 时 至 今日 一般 
物理 学 界 称 之 为 矢量 ， 数 学 界 称 之 为 向 量 . 

有 文章 花费 大 量 篇 幅 来 论述 向 量 与 矢量 的 区 别 . 但 在 我 们 看 来 
向 量 和 矢量 是 同一 个 事物 的 不 同名 称 ， 二 者 之 间 的 区 别 要 小 于 母亲 和 
妈妈 的 区 别 . 下 面 这 篇 短文 就 讲述 了 术语 的 变迁 . 


EEEE 
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KUE 

Vector, HARA “KE”, KRA “HE. 能 不 能 统一 ? 网 
上 甚至 有 人 问 ， 两 者 在 含义 上 是 否 有 所 差别 ? 其 实 ， 在 历史 上 ， 数 学 
界 曾 把 vector 定名 为 “矢量 "， 而 物理 界 曾 把 它 定名 为 “向 量 ”， 后 
来 ， 可 能 是 为 了 尊重 对 方 ， 却 对 换 了 一 下 ， 数 学 用 向 量 ， 物 理 用 和 拓 
E. 在 20 世纪 90 年 代 初 ， 国 家 名 词 委 为 此 召开 会 议 ， 想 协调 双方 ， 
由 主任 钱 三 强 亲 自主 持 . 我 曾 戏称 这 是 个 “一 字 会 ”. 当时 的 情况 是 ， 
学 科 有 分 支 ， 术 语 有 派生 ， 犹 如 家 族 有 后 裔 . 祖宗 互相 谦让 ， 但 子孙 
繁多 ， 已 无 法 协调 . 钱 先生 在 会 上 没有 说 倾向 于 哪 方面 的 话 ， KR. 
向 量 的 分 歧 ， 一 直 维持 到 今天 .力学 这 学 科 ， 和 数学 、 物 理 同 样 有 
“R”, DEP vector 用 什么 ? 当年 我 在 “一 字 会 ”后 还 有 情绪 ， 埋 她 
钱 先 生 作为 领导 “不 表态 ”. 过 了 好 些 年 ， 才 懂得 这 类 事 ， 最 多 只 能 
因势利导 ， 不 能 靠 行政 命令 或 专家 拍板 .事实 上 ， 台 湾 物 理 界 至 今 用 
的 还 是 “向 量 ”. 

术语 ,“ 审 定 ” 已 难 , “统一 ”( 统 到 一 个 ) 更 不 易 . WIRE, 
连 “术语 ”自身 不 是 又 称 “名 词 ” 吗 ? 协商 而 得 统一 的 也 有 ， 物 理 界 
对 stress 和 strain 的 定名 由 原来 的 “ 胁 强 ”“ 胁 变 ”"， 改 为 和 力学 界 、 
工程 界 一 致 的 “应 力 ”“ 应 变 ”"， 阻 力 不 大 . 得 不 到 统一 的 则 很 多 . 比 
如 loading， 土 木 建筑 界 用 “荷载 " ， 航 空 界 用 “载荷 "， 还 有 用 “ 负 
载 ”的 .中 学 物理 教科 书 中 强调 “压力 ”“ 压 强 ” 的 不 同 ， 而 市 场 上 
测 压 强 的 仪表 大 多 标明 “压力 表 ”. 

力学 原 是 物理 学 的 一 部 分 . 最 早 正式 公布 的 有 关 术 语 规范 是 清 政 
府 学 部 的 《物理 学 语汇 》 (1908 年 ) . 整整 100 年 了 ,矢量 、 向 量 并 
用 ， 未 见 统一 . 100 年 对 于 veetor 定 名 的 过 程 、 来 龙 去 脉 、 哪 些 专家 参 
与 、 各 自 的 理由 ， 作 为 专题 调研 ， 可 另 写 出 一 篇 不 短 的 报告 . 这 里 我 
只 是 借 此 说 明 ， 术 语 工 作 不 可 缺 ， 但 也 急 不 得 . 
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1.4 n 维 向 量 


有 些 人 对 维 是 感到 恨 惧 的 ， 哪 怕 进 入 大 学 之 后 ,仍然 如 此 .而 
n 维 空间 、n 维 向 量 又 是 线性 代数 的 核心 基础 ， 是 必须 要 掌握 的 . 

下 面 三 则 案例 取 自生 活 中 极 常见 的 例子 ， 应 该 可 以 起 到 帮助 大 家 
理解 的 作用 . 

【 例 1.1)】 一 个 老板 有 4，B 两 家 连锁 店 ， 卖 的 是 同样 的 a 种 商 
品 , 则 4 商店 商品 存货 数量 构成 一 个 维 向 量 : a = (a, av, "°, 
a,), iB 商店 商品 存货 数量 也 构成 一 个 n 维 向 量 : b= (b, ba, oo, 
4b,)， 则 该 老板 所 存货 物 总 量 为 a+b=(@, a, =, a) + (h, 
b,, b.) =(a, +b,, a,+)b,, =, a,+b.) . 

[901.2] 某 公司 招聘 ,总共 提 出 了 n 项 要 求 ， 并 对 各 项 要 求 进 
行 了 量化 . 如 果 将 这 项 要 求 按照 一 定 顺序 排 好 ， 则 构成 了 一 个 维 
向 量 : a=(a, a, 0, a,); 应 聘 者 经 过 考核 ， 所 得 结果 也 按 同样 顺 
序 排列 ， 也 构成 了 一 个 n 维 向 量 : 45.) ， 那 么 我 们 可 
以 用 d= la -b| = VCa -( 六 来 表示 该 
应 聘 者 与 公司 要 求 的 差距 ， 差 距 越 小 ， 表 示 越 接近 于 公司 的 要 求 . 

[911.3] 超市 有 "种 商品 ， 我 们 可 以 把 商品 按照 单价 进行 排序 ， 
这 就 构成 了 一 个 维 向 量 : a = (a, a, °, a.); 假设 单价 为 a 的 
Rih, MAERT b, 件 ， 未 买 物 品 记 为 0， 则 该 顾客 购买 各 种 商品 的 
数量 ， 也 构成 了 一 个 上 维 向 量 : b= (bd，…，b.)， 那 么 顾客 应 向 
超市 付款 额 就 是 两 个 向 量 的 数量 积 : a b= (a,, a, =, a.) + (Cb 
b, e, b.) =ab,+ab, +… +a. 现在 超市 收银 台 的 电脑 程序 就 
是 如 此 设计 的 . 

不 过 ， 作 者 的 这 一 担心 可 能 是 多 余 的 . 随 着 数学 的 不 断 普及 ， 有 
此 专业 术语 已 经 进入 我 们 的 生活 了 . KEA! 刚才 从 食堂 打 饭 回来 的 
小 王 还 说 : 今天 食堂 n LHA, HT n AWA! 

在 近代 和 现代 的 数学 中 ， 提 出 了 “向 量 空间 ”的 严谨 理论 . 若 在 
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一 个 集合 Y 上 定义 了 可 交换 可 结合 且 可 道 的 “加 法 ”， 又 定义 了 实数 
与 V 中 元 素 的 “乘法 "， 并且“ 乘法 ”对 “加 法 ”满足 分 配 律 ， 就 说 
VV 在 这 样 的 运算 之 下 形成 一 个 “向 量 空间 ”， 它 的 每 个 元 素 叫 做 一 个 
向 量 . 仅仅 含有 实数 0 的 集合 ， 在 通常 的 加 法 和 乘法 之 下 形成 一 个 向 
量 空间 ， 叫 做 0 维 向 量 空间 ， 这 是 最 小 的 向 量 空间 ; 一 条 直线 上 所 有 
的 有 向 线段 ， 形 成 一 个 1 维 向 量 空间 ; 中 学 里 学 习 的 平面 向 量 ， 形 成 
2 维 向 量 空间 ; 空间 向 量 形成 3 维 向 量 空间 . 按 此 定义 ,一 个 区 间 上 
的 所 有 常数 函数 和 一 次 函数 ， 也 形成 2 维 向 量 空间 ; 一 个 区 间 上 的 所 
有 常数 函数 、 一 次 函数 和 2 次 函数 ， 形 成 3 维 向 量 空间 . 一 个 区 间 上 
的 所 有 多 项 式 函数 ， 则 形成 无 穷 维 的 向 量 空间 
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2.1 向 量 的 概念 


通常 说 ， 向 量 是 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 . 

这 是 一 个 直观 的 描述 ， 不 是 数学 上 的 定义 . 因为 “ 既 有 大 小 又 有 
方向 ”是 自然 语言 ， 不 是 数学 语言 ， 从 这 样 的 描述 出 发 ， 不 能 进行 严 
说 的 推理 .在 中 学 数学 课程 中 讲 向 量 ， 只 是 一 条 一 条 地 交代 操作 方法 ， 
而 不 在 数学 上 定义 向 量 . 

1. 向 量 表示 方式 

向 量 表示 方式 多 样 : 

或 用 有 向 线段 的 起 点 与 终点 的 大 写字 母 表示 ， 如 1; 

或 用 e， 卫 ,< 来 表示 ， 如 是 印刷 体 ， 可 用 黑体 a，5，e 代替 ; 


或 用 坐标 表示 : a =i +j =(x, y). 
向 量 的 大 小 ， 又 称 为 向 量 的 模 (长 度 )， 记 作 ABa |a |a 


P 
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V +y. 向 量 不 能 比较 大 小 ， 但 向 量 的 模 可 以 比较 大 小 9 
2. 零 向 量 


零 向 量 是 指 长 度 为 0 的 向 量 ， 记 作 0 (注意 与 实数 0 HKA), I 
方向 是 任意 的 ， 所 以 0 与 任意 向 量 平行 , 零 向 量 a =0c>|a| =0. 

因为 零 向 量 的 方向 的 任意 性 ， 所 以 遇 到 向 量 平行 的 问题 时 ， 需 要 
注意 看 清楚 是 否 有 “ 非 零 向 量 ”这 个 条 件 


3. 单位 向 量 


单位 向 量 是 指 模 为 1 个 单位 长 度 的 向 量 .在 向 量 的 有 向 线段 表示 
法 中 ， 常 用 e 表示 单位 向 量 ; 在 向 量 的 坐标 表示 法 中 ， 常 用 i, j, 大 表 
示 单 位 向 量 ， 

单位 向 量 定义 虽然 简单 ， 但 它 和 萎 形 、 角 平分 线 等 ， 有 着 天 然 联 
系 ， 本 书后 面 有 专题 介绍 . 


4. 平行 向 量 


平行 向 量 是 指 方向 相同 或 相反 的 非 零 向 量 ， 记 作 a/b. 由 于 自由 
向 量 不 关心 起 点 ， 可 以 将 任意 一 组 平行 向 量 平移 到 同一 直线 上 ， 所 以 
也 称 为 共 线 向 量 . 

也 就 是 说 ， 向 量 几何 中 的 平行 向 量 和 共 线 向 量 是 同一 本 质 的 不 同 
名 字 ; 而 在 综合 几何 中 ， 共 线 属于 平行 的 特殊 情形 ; 我们 要 注意 二 者 
的 区 别 


有 大 小 ， 却 不 能 比较 大 小 这 是 一 件 很 不 合理 的 事情 .能 香 打 个 比方 ， 而 


个 乒乓 球 运动 员 和 一 个 羽毛 球 运动 员 ， 谁 的 水 平 商 呢 ? 这 不 好 比较 ， 因 
为 不 同方 向 ! 但 如 果 将 这 一 人 按照 国家 关于 运动 中 的 等 级 制度 《全 去 了 二 人 的 方向 )， 还 是 可 以 人 个 
比较 的 

后 来 叉 觉得 这 样 比方 不 妥 ， 因 为 同方 向 、 不 同 长 度 的 向 量 也 不 可 比较 大 小 啊 ? 我 们 可 以 这 样 比 
方 : 同一 方向 但 不 同时 期 的 运动 员 不 方便 比较 .或 者 这 样 比方 。 某 单位 招 人 。 扫 聘 方 只 对 各 项 要 
求 都 符合 的 应 聘 者 进行 比较 〔 以 便 安 排 岗位 ) ;对 其 他 应 聘 者 不 邓 置 评 ， 不 做 比较 〈 因 为 用 不 者 ) - 
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显然 ， 与 a 共 线 的 若干 向 量 之 和 仍然 与 a 共 线 

MRa 与 5 不 共 线 , 但 e 与 a 和 4 两 者 都 共 线 , 则 c=0. 

因此 ， 如 果 若干 个 与 a 共 线 的 向 量 之 和 等 于 若干 个 与 5 共 线 的 向 
量 之 和 ， 则 两 个 和 向 量 都 为 零 向 量 . 这 个 规则 在 平面 上 成 立 ， 在 空间 
也 成 立 . 这 一 点 十 分 有 用 . 我 们 以 前 用 基本 定理 的 地 方 ， 其 实 只 用 这 
KRET. 


5. 相等 向 量 


长 度 相等 且 方向 相同 的 向 量 ， 凡 是 相等 向 量 都 可 以 看 作 是 同一 向 
量 ， 相 等 向 量 经 过 平移 后 总 可 以 重合 ， 记 为 a=b， 坐 标 表示 为 (x ,y, ) 
=(xay)esw = 


6. 相反 向 量 
与 a 长 度 相等 、 方 向 相反 的 向 量 ， 叫 做 a 的 相反 向 量 ， 记 作 -a. 
基本 性 质 有 : -( -a) =a;a+( -a) =( -a) +a=0; 车 a 和 4b 是 互 为 


相反 向 量 , 则 a= -b,b= -a,a+b=0. 


2.2 向 量 的 运算 
1. 向量 加 法 


求 两 个 向 量 和 的 运算 叫做 向 量 的 加 法 . 
规定 : 0 +a =a +0 =a; 向 量 加 法 满足 交换 律 与 结合 律 . 


2. 向 量 的 减法 


向 量 a JU F b 的 相反 向 量 叫做 a tš b 的 差 . 记 作 : a -b=a+ 
( -5). 求 两 个 向 量 差 的 运算 ， 叫 做 向 量 的 减法 . 
与 向 量 加 减法 紧密 联系 的 是 平行 四 边 形 法 则 . 
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如 图 2-1， 在 平行 四 边 形 ABCD th, a +b =AB + BC =AÓ, b+a= 
AD + DC=AC, FFL a+b =b +a. 


p € 


4 g B 
图 2-1 


如 图 2-2， 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , e+ ( -b) =a -b 是 显然 的 . 
这 说 明 ， 平 行 四 边 形 的 相关 性 质保 障 了 向 量 加 法 交换 律 的 成 立 . 


或 者 说 ， 向 量 运算 的 本 身 就 是 几何 定理 的 代数 化 . 13 
5 E c 
arb), 
fab 
A , B 
图 2-2 


用 平行 四 边 形 法 则 时 ， 要 注意 两 个 已 知 向 量 是 要 共 始 点 的 , “和 
向 量 ”是 始点 与 已 知 向 量 的 始点 重合 的 那 条 对 角 线 ， 而 “ 差 向 量 ”是 
另 一 条 对 角 线 ， 方 向 是 从 减 向 量 指向 被 减 向 量 . 

我 们 也 可 以 通过 图 2-3 来 理解 向 量 减法 ， 会 得 到 三 角形 法 则 . Ha 
和 睛 有 共同 起 点 ， 则 a-b 表示 为 从 5b 的 终点 指向 a 的 终点 的 向 量 . 

很 多 资料 对 向 量 的 平行 四 边 形 法 则 介绍 较 多 ,但 却 忽视 了 向 量 更 
基本 的 运算 : 回路 相 加 

AB + AD = 4 的 成 立 是 以 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 来 决定 的 ; 而 
AB + BÒ = 和 则 与 点 的 位 置 无 关 ， 甚 至 可 推广 到 多 个 向 量 相 加 : AB + 
BÓ +CD+--+ PQ + QË = AR, 这 些 点 无 需 在 一 个 平面 内 .只 需 确保 
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“首尾 相连 ” 即 可 . 如 图 2-4. 


图 2-4 


有 资料 用 图 2-4 来 说 明 向 量 加 法 的 结合 律 , AD = (AB + BË) +CD 
=AB+(Bé+CD); 而 从 回路 相 加 的 角度 来 看 ， 则 是 极其 显然 的 ， 根 
本 无 需 作 图 . 

向 量 回路 是 向 量 法 区 别 于 其 他 解 题 方法 的 本 质 特点 .所谓 回路 ， 
就 是 向 量 从 一 点 出 发 ， 通 过 一 个 封闭 的 图 形 又 回 到 起 点 的 那个 通路 - 
就 是 这 个 直观 而 又 简单 的 回路 ， 常 常 关系 到 问题 解决 的 成 败 ， 但 只 要 
你 在 解 题 的 过 程 中 想到 了 要 利用 回路 ， 那 么 问题 的 解决 就 会 变 得 简 
捷 ， 回 路 解 题 的 关键 在 于 : 利用 条 件 ， 将 我 们 所 关心 的 两 个 向 量 列 出 
比例 式 ， 然 后 将 向 量 分 解 成 共 线形 式 ， 问 题 就 迎刃而解 了 - 

最 简单 的 回路 莫 过 于 1 + BC =AC， 其 中 的 等 号 可 理解 成 “结果 
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等 效 "， 它 与 1 +2 =3 中 等 号 表示 的 “数量 相等 ”有 区 别 * 得 并 不 难 
理解 和 接受 . 甲 和 乙 都 从 4 地 出 发 去 C 地 ， 甲 是 直接 去 4 地， 而 乙 却 
FR B 地 办 事 再 去 C 地 ， 最 终 两 人 都 到 了 C 地 ， 可 谓 殊 途 同 归 . 

下 面 这 段 对 话 常常 出 现在 军事 题材 的 影片 中 : 

“你 们 现在 什么 位 置 ? 

报告 长 官 ， 我 们 现在 在 A LK, ÑB 山头 还 有 30 公里 ， 但 是 过 
河 的 桥 已 经 被 敌人 炸 了 ， 我 们 过 不 去 ! 

我 不 管 你 们 怎么 过 去 ， 明 天 下 午 4 点 之 前 必须 攻 下 局 山头 . 不 要 
说 会 流 多 少 血 ， 我 对 血 没有 印象 ; 不 要 说 死 多 少 人 ， 我 不 在 卑 . 我 只 
要 结果 !” 

是 的 ， 很 多 时 候 我 们 更 关心 结果 ， 而 非 过 程 . MASB, HLR 
路 可 供 选择 ; 两 点 之 间 ， 直 线 最 短 ， 人 尽 皆 知 ， 但 车 两 点 之 间 根 本 无 
路 可 走 ， 怎 么 办 ? 搭桥 也 许 需要 花费 较 多 的 时 间 ， 我 们 选择 另 尽 蹊 
径 一 一 绕 ! 看 似 走 弯路 ， 实 则 是 捷径 ! 


3. 实数 与 向 量 的 积 


实数 人 与 向 量 a 的 积 是 一 个 向 量 ， 记 作 如 ， 规 定 如 下 : | 如 | = 
lk|lal, "4 k>0 时 ，ka 的 方向 与 a 的 方向 相同 ; 当 k<0 0, ka 的 方 
向 与 a 的 方向 相反 ; 当 上 =0 时 ，ka =0， 方 向 是 任意 的 . 


如 图 2-5， 若 镶 = 52， 根据 “一 组 对 边 平行 且 相等 的 四 边 形 是 平 
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行 四 边 形 ” 容 易 判定 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 如 果 要 从 平行 四 边 
形 的 基本 定义 “两 组 对 边 互相 平行 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ”出 发 ， 则 
还 需 作 一 些 说 明 . HAB = DÓ (89 AÓ + 0B = DÓ +0, 则 40=0C, OŘ 
=D0, MAO +0D = BÓ + 0 , BJ ABD = BC. 

XAB = m FË, BDAÓ + OÈ = m(FÓ + OË), WAO = m OË, OB 
=m FO. 

这 说 明 向 量 数 乘 与 三 角形 相似 有 着 紧密 联系 .向量 数 乘 分 配 律 实 
质 意味 着 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 ， 反 之 亦 然 . 当然 ， 共 线 的 情形 也 
不 可 遗漏 . 


4. 两 向 量 共 线性 质 


向 量 5 与 非 零 向 量 a 共 线 6 有 且 只 有 一 个 实数 hk， 使 得 b = 如. 

注意 ， 有 考题 问 : a/b 是 否 等 价 于 b=ka ? 这 是 考察 零 向 量 的 性 
质 ， 当 a 为 零 向 量 , b 为 非 零 向 量 ， 此 时 不 存在 实数 上 使 得 等 式 成 立 . 而 
在 具体 解 题 中 ， 一 般 不 会 遇 到 零 向 量 ， 所 以 过 到 a//5 时 常常 就 设 b =ka. 


5. 定 比 分 点 的 向 量 形式 


如 图 2-6， 已 知 仿 =A PB, WOP = 


B 


a 
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证 明 HOP =OÀ +APH A OP =A (OB + BP) 相 加 ,应 用 条 件 态 
=A 两 即 得 结论 . 这 一 公式 得 来 甚 为 容易 ， 只 用 到 回路 和 数 乘 ， 但 它 
却 是 消去 定 比 分 点 的 有 效 工具 . 

使 用 时 要 注意 公式 的 特点 : P, A, B=AJtR, OP, OÀ, OBS 
向 量 共 起 点 ， 且 0 前 的 系数 等 于 04 和 08 前 系数 之 和 ， 所 以 更 多 时 候 
是 使 用 (1 +a)OP=0À +A O08， 省 去 分 式 之 繁 . 当 和 A = -1 时 , AP = 
BP, À 和 8 两 点 重合 ， 对 于 这 种 退化 情形 ， 通 常 是 不 会 发 生 的 ， 稍微 
留意 即 可 

另外 要 注意 ， 一 般 认 为 此 公式 中 的 0 是 不 在 48 上 的 ， 所 以 一 些 
考察 概念 的 试题 常 让 人 出 错 . 

对 于 空间 任 一 点 0 和 两 点 P, MPa, AiP WOP = x OP, +y OP, 
(x, yeR)， 则 x+y=1 是 三 点 P，P,，P, 共 线 的 ( B). 

A. 必要 不 充分 条 件 B. 充分 不 必要 条 件 

C. 充 要 条 件 D. 既 不 充分 与 不 必要 条 件 


2.3 平面 向 量 基本 定理 


数学 中 定理 虽 多 ， 但 被 称 为 基本 定理 的 却 宣 容 无 几 . 一 旦 认真 考 
究 起 来 ， 数 学 前 辈 们 在 命名 的 时 候 可 不 是 随意 的 ， 警 如 代数 基本 定 
理 、 微 积分 基本 定理 、 同 构 基 本 定理 ， 都 是 该 数学 分 支 中 非常 重要 、 
不 可 缺少 的 理论 基础 . 类 推 起 来 ， 平 面向 量 基本 定理 应 该 也 是 非常 重 
要 的 才 对 . 该 定理 的 内 容 是 ， 如 果 e, 和 e, 是 一 个 平面 内 的 两 个 不 共 线 
向 量 ， 那 么 对 这 一 平面 内 的 任 一 向 量 a， 有 且 只 有 一 对 实数 和 A M A, 
使 得 a = Ae, + Aae:， 其 中 不 共 线 的 向 量 e A e, 叫做 表示 这 一 平面 内 
所 有 向 量 的 一 组 基底 . 换 句 话 来 说 ,车 a = 和 es + Aze, = kie, +e, 
BICA, -k )e, = (k, - Az)e, ii e, 和 e ERIR BH A, =k, Aa = k. 
此 为 向 量 法 解 题 之 基本 工具 . 

这 一 定理 表明 ， 选 好 基底 后 ,平面 上 任意 一 点 都 可 以 用 一 个 二 维 
数组 (和 ,Aa) 表 示 ， 这 和 选 好 直角 坐标 系 后 ， 平 面 上 任意 一 点 都 可 以 
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用 一 个 二 维 数组 (a,5) 表示， 本 质 上 是 一 致 的 . 

当 点 尸 在 04 和 08 生 成 的 平面 上 时 ， 需 要 两 个 参数 才能 决定 尸 的 
位 置 而 当 点 P 在 AB 直线 上 时 ， 平 面 上 的 点 变 成 了 直线 上 的 点 ， 多 
了 约束 之 后 ,P 的 行动 范围 小 了 ， 只 需 一 个 参数 就 能 决定 点 P. 

平面 向 量 基本 定理 看 似 是 新 事物 ,但 仔细 一 琢磨 ， 若 把 e 看 作 决 
定 方向 ， 把 A 看 作 是 决定 大 小 的 话 ， 其 实质 就 是 平行 四 边 形 的 性 质 ; 
两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 ; 平行 四 边 形 的 对 边 平行 且 
相等 . 

平行 四 边 形 与 平面 向 量 基本 定理 有 着 天 然 的 联系 ， 平 行 四 边 形 法 
可 看 作 平 面向 量 基本 定理 的 基础 ， 而 平面 向 量 基本 定理 则 是 平行 四 边 
形 法 则 的 扩展 与 延伸 . 这 也 提示 我 们 用 向 量 法 解 平行 四 边 形 问 题 有 着 
独特 的 优势 

如 图 2-7, #AB=DË, pÉ = EP, WAC = DP. 这 既 可 看 作 是 向 量 
的 加 法 ， 又 可 看 作 是 三 角形 全 等 中 SAS 定理 的 说 明 : 由 4B8 = DE, BC 
=EF，L4BC= LDEF 推出 A4BC= ADEF, AC = DF. 先 证 明了 AC = 
DF， 只 有 线段 相等 ，4C 与 DF 才能 重合 为 一 条 边 ， 两 个 三 角形 才 有 拼 
成 平行 四 边 形 的 可 能 


c F, 


E 


图 2-7 


从 另 一 角度 看 图 2-7， 若 4C =D，4B// DE，BC// EF， 则 可 根据 
“有 一 条 对 应 边 相 等 的 相似 三 角形 全 等 ”判定 A4BC= ADEF, AB = 
DE, BC = EF. 这 实质 上 就 是 平面 向 量 基本 定理 . 将 两 三 角形 拼 在 一 起 
后 ,如 图 2-8， 过 C fE AB 的 平行 线 ， 过 4 作 BC 的 平行 线 ， 两 线 交 于 
点 也 ， 构 成 平行 四 边 形 . 


2.4 平面 向 量 的 坐标 表示 


在 直角 坐标 系 中 ,分 别 取 与 * 轴 和 y 轴 方向 相同 的 两 个 单位 向 量 
i, 了 作为 基底 . 由 平面 向 量 基本 定理 可 知 ， 该 平面 内 的 任 一 向 量 a 可 
FORM a=xi+yj, hF a 与 2 维 数组 (x,y) 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 把 
(xy) 叫 做 向 量 a 的 坐标 ， 记 作 a = (x,y) ,其 中 x 叫做 a 在 * 轴 上 的 坐 
标 , y 叫做 a 在 y 轴 上 的 坐标 . 

相等 的 向 量 坐标 相同 ， 坐 标 相同 的 向 量 是 相等 的 向 量 ; 

向 量 的 坐标 与 表示 该 向 量 的 有 向 线段 的 始点 和 终点 的 具体 位 置 无 
关 ， 只 与 其 相对 位 置 有 关系 . 

平面 向 量 的 坐标 运算 性 质 如 下 : 

G) #AG6.6).B(6.5) WAB = (a -2172 一); 

(ü) #a=(x,y,),b= (2,72), Watb= (x, +2,7, t>); 

(iü) fa = (x,y), W] ka = (kx,ky) ; 

(iv) a= (x,y) ,b = (2,71) W a/bexy: -my =0. 


2.5 向 量 的 数量 积 


(1) 已 知 两 非 零 向 量 a 5 b, {OÀ =a, OB =b, N] ZA0B=0(0 
Socr) iita 与 5 的 夹 角 ; 
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注意 在 两 向 量 的 夹 角 定义 ， 两 向 量 必须 是 同 起 点 的 ， 范围 0<0< 
"， 注 意 和 解析 儿 何 中 两 直线 夹 角 范围 0<0< 邓 加 以 区 别 . 


(2) 已 知 两 个 非 零 向量 a 5 b. 它们 的 夹 角 为 0， 则 a b= 
lal15leosg 叫做 a 与 5 的 数量 积 或 内 积 . 特别 地 ， 规 定 0 .a =0. 

(3) 向 量 的 投影 。 15 |ecosg = 个 2， 称 为 向 量 5 在 a 方向 上 的 投 
影 ， 投 影 的 绝对 值 称 为 射影 . 

数量 积 的 几何 意义 : a 5 等 于 a 的 长 度 与 5 在 a 方向 上 的 投影 的 
RBL 

(4) 向 量 数量 积 的 性 质 : 

Gi) 向 量 的 模 与 平方 的 关系 : a * a 

G) 乘法 公式 成 立 : (a+b) * (a-b 
2a b +b, 

Gü) 平面 向 量 数量 积 的 运算 律 

交换 律 成 立 : a- b=b - a; 

对 实数 的 结合 律 成 立 : (ka) :b=k(a:b)=a*: (kb)(keR); 

分 配 律 成 立 : (a+b) :c=a*c+b*c=c: (a+b). 

(iv) 向 量 的 夹 角 : 


2 


blatb)’ =a + 


xn + yu 

Vat idth 

当 且 仅 当 两 个 非 零 向 量 a 与 5 同方 向 时 ,9 =0; 当 且 仅 当 a tj b 
反方 向 时 9 = w; 特别 地 ,0 与 其 他 任何 非 零 向 量 之 间 不 讨论 夹 角 
问题 . 

从 中 还 可 得 到 一 个 非常 重要 的 不 等 式 ， |a "| < |all5|， 本 书后 
面 有 专题 介绍 . 

(5) 两 个 向 量 的 数量 积 的 坐标 运算 : 已 知 两 个 向 量 a = (*,y,),b 
= (22,72) W a + b= xu + yuya 

这 可 看 作 数 量 积 的 另 一 种 定义 ， 可 证 明 这 两 种 定义 是 相通 的 : 
AE = (xp x4)? + (ys -7) = (h + 35) + (À + A) -2 Cata + yo) 


cos0 = cos (a, b) -Éi 


g 
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设 0 为 坐标 原点 ,AP = (08-01)* = OË + OË: -2 OÈ .04 所 以 04， 
OB = x, + yuya 

如 果 a 与 5 的 夹 角 为 r/2， 则 称 a DEN, iefEa Lb. 两 个 非 
零 向 量 垂直 的 充 要 条 件 : albea. b =0exux; + yy: =0. 

(6) 平面 内 两 点 间 的 距离 公式 : 设 a= (x,y), WI al? => +y. 
如 果 表示 向 量 a 的 有 向 线段 的 起 点 和 终点 的 坐标 分 别 为 (xi ,yi ) 和 
(wan) ,那么 1 al = /(w m) +(y xn). 

(7) 向 量 数量 积 与 实数 乘法 之 异同 

学 习 了 向 量 的 “乘法 "， 无 可 避免 会 与 实数 乘法 比较 一 番 . 请 注 
意 二 者 之 异同 ， 切 莫 混 淆 〈 表 2-1 和 表 2-2) . 


表 2-1 向 量 数量 积 与 实数 对 法 的 相同 点 


实数 的 乘积 向 最 的 数量 积 
运算 的 结果 是 一 个 实数 运算 的 结果 是 一 个 实数 
交换 律 4 b=b*a a-bsb-a 
分 配 律 (+6) + eae + be (a+b) erarcthe 
(asb)? =a? 22ab i? (asb)? =a #20.b+b 
(a+b) (a-b) =a? -8 (a+b) (a-b) sa -5 
a i? s00 20 FL b0 a4? s00 s0 HLD 20 
lal- l< |asblelal+ bl lal- lbl<lasblslal+ lb] 
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实数 的 和 可 [YYTT 
结合 律 (ob)c=atke) (a-b) exe. (bre) JE 
ab=0=a=0 R b0 a.b=0=a=0 或 b=0 或 a1b 

lol= lalol Ia.slslallil 

(ab)? =a’? (a-b) sP 


向 量 运算 通常 有 三 种 表现 形式 : 图 形 、 符 号 、 坐 标语 言 . 主要 内 
容 如 表 2-3. 
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R23 向 量 运算 的 三 种 表现 形式 


Es WENA 符号 语言 MEE 
EZ Tab- W= Cy) D Ca) 
x 4 页 + 硫 - 瑚 +: 硫 -ta ya yn) 
加 法 与 减法 — 
eh ah -0 -7h Waak 
o 4 
实数 向 | 一 aha iaz (y) 
anan j| 4 aer Maesta) 
两 个 向 量 ph abe itas (ay) .b= (mn) 
的 数量 积 i lalls lew(a,s) 则 a bn + 


2.6 空间 向 量 


很 多 人 是 惧怕 立体 几何 的 ， 其 实 立体 几何 又 有 什么 可 怕 的 呢 ? 我 
们 每 天 就 生活 在 三 维 空间 里 ， 倒 是 符合 数学 意义 的 平面 模型 却 总 是 找 
不 到 . 

有 些 立体 几何 的 题目 ， 用 综合 几何 的 方法 求解 ， 确 实 存在 一 定 难 
度 ， 甚 至 找 不 到 下 手 的 点 ;而 若 用 向 量 来 解 ， 则 容易 很 多 

用 向 量 来 解 立体 几何 ， 完 全 没 必要 事先 花费 很 多 时 间 学 习 大 量 的 
空间 向 量 理论 . 因为 空间 向 量 及 其 在 立体 几何 中 的 应 用 ， 基 本 上 可 以 
由 平面 向 量 类 比 得 到 的 . 下 面 给 出 几 条 主要 性 质 . 

G) 向 量 与 平面 平行 : 如 果 表 示 向 量 a 的 有 向 线段 所 在 直线 与 平 
Mia Pikat a Phi, WAHE a PFPH a, Ct a/a. 

Gi) 共 面 向 量 : 把 平行 于 同一 平面 的 向 量 叫做 共 面向 量 . 

(GG) 空间 向 量 基本 定理 :如果 三 个 向 量 a, b, c 不 共 面 ， 那 么 对 
空间 任 一 向 量 ， 都 存在 惟一 的 有 序 实数 组 x*，y，z, 使 得 p =xa +yb 


二 2 
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或 者 : 设 0, A, B, C 是 不 共 面 的 四 点 ， 则 对 空间 任 一 点 P， 都 
存在 惟一 的 有 序 实数 组 *，y， z, (EOP =x OÀ +y OB +2 OC. 

O 空间 任意 三 个 不 共 面向 量 都 可 以 作为 空间 向 量 的 一 不 基底 ; 

@ 如 果 三 个 向 量 a, b, c 不 共 面 , 那么 所 有 空间 向 量 所 组 成 的 集 
合 就 是 |p1p =xa +yb+zc, x, y, zeR}, ZARATA Eh hiit 
a, b,c 生成 的 其 中 把 la, b, cl 叫做 空间 的 一 个 基底 , a, b, c 
都 叫做 基 向 量 ; 

图 一 个 基底 是 指 一 个 向 量 组 ， 一 个 基 向 量 是 指 基底 中 的 某 一 个 向 
量 ， 二 者 是 相关 联 的 不 同 的 概念 ; 

图 由 于 0 可 视 为 与 任意 非 零 向 量 共 线 ， 与 任意 两 个 非 零 向 量 共 
面 ， 所 以 ， 三 个 向 量 不 共 面 就 隐 含 着 它们 都 不 是 0. 

(iv) 共 面 向 量 定理 : 对 空间 任 一 点 0 和 不 共 线 的 三 点 4，B，C， 
满足 向 量 式 O0F =x OÅ +y OB +:0C, Hx+y+z=1, WP, A, B, C 
共 面 . 

证 明 HOP =x OÀ + y OB +z OCIYOP = (1 -z -y) OÀ + y OB + 
zOĠ, WOP -OÀ =y(0B - OÀ) +z(0É - 04), WAP =y AË +: AG, Mi 
以 P, A, B, C 34i. 
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初 见 向 量 回路 


- 些 资料 介绍 向 量 解 题 ， 总 是 强调 向 量 法 与 坐标 法 之 间 的 转化 . 
试想 一 下 ， 倘 若 向 量 没有 自己 的 独门 武器 ， 总 要 转化 成 坐标 法 ， 那 么 
直接 学 坐标 法 就 好 了 ， 何 必 学 向 量 法 ， 多 此 一 举 呢 ? 

向 量 解 题 并 不 排斥 和 坐标 法 合作 ， 这 在 后 面 会 有 专题 介绍 ,我们 
接触 新 事物 ， 总 是 想见 识 一 下 它 与 众 不 同 的 地 方 . 就 好 比 到 了 一 个 没 
去 过 的 地 方 ， 总 想 去 看 一 下 当地 独特 的 人 文 景观 ， 品 尝 出 名 的 风味 小 
m. 

回路 解 题 就 是 向 量 解 题 特 有 的 方法 .在 中 学 数学 教学 中 ， 回 路 好 
像 并 没有 引起 足够 的 重视 . 甚至 有 人 会 说 ， 中 学 数学 教材 上 出 现 过 回 
路 两 个 字 么 ? 

说 起 来 我们 在 平面 几何 人 门 时 ， 就 已 经 接触 到 回路 了 .回顾 三 
角形 的 定义 : “由 不 在 同一 直线 上 的 三 条 线段 首尾 顺 次 连接 所 组 成 的 
封闭 图 形 叫做 三 角形 "， 三 角形 就 构成 了 一 个 最 简单 的 回路 ， 用 向 量 
来 表示 就 是 :4 镶 + BC =4C. 这 说 明 ， 引 入 向 量 可 以 将 几何 关系 转 成 代 
数 形式 . 很 多 文章 都 写 道 “ 向 量 是 联系 几何 和 代数 的 天 然 桥 梁 "， 但 
为 何 天 然 ? 却 语 焉 不 详 .我们 认为 ， 从 三 角形 的 定义 就 可 以 看 出 向 量 
法 有 此 特点 . 三 角形 是 最 基本 、 最 重要 的 几何 图 形 ， 构 成 了 几何 学 的 
基础 ; 平面 几何 如 此 ， 立 体 几何 亦 如 此 . 
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通过 前 言 中 的 一 些 代表 性 例题 的 解答 ， 我 们 可 得 出 向 量 回路 法 解 
题 的 要 点 是 : 结合 条 件 ， 灵 活 选 择 回路 ， 将 我 们 所 关心 的 两 个 向 量 列 
出 比例 式 ， 利 用 共 线 线段 成 比例 性 质 和 平面 向 量 基本 定理 ”将 向 量 分 
解 成 共 线形 式 ， 问 题 就 迎刃而解 了 . 其 中 回路 的 选择 往往 是 关键 ， 其 
余 只 是 代数 运算 而 已 . 

向 量 回路 法 常 可 以 按部就班 地 解 题 ， 操 作 起 来 十 分 方便 ， 但 并 不 
是 说 就 没有 技巧 了 .再 如 何 机 械 化 的 方法 都 或 多 或 少 存在 技巧 ， 向 量 
法 也 不 例外 ， 所 以 多 看 一 些 例题 还 是 有 好 处 的 .但 总 的 来 说 ， 它 比 综 
合法 简单 得 多 ， 极 少 的 解 题 工具 ， 少 量 的 基本 方法 ， 就 可 以 解决 大 量 
问题. 相对 于 综合 几何 那么 多 定理 ， 解 答 时 又 常 需 灵 机 一 动 地 添加 辅 
助 线 ， 无 疑 是 大 大 地 划算 . 

四 边 形 中 位 线 的 向 量 形式 : 任意 四 边 形 ABCD 中 (这 4 点 无 需 在 
同一 平面 上 ) , M 和 上 分 别 是 4D 和 BC 中 点 , 则 2 MÑ = AB + DC. 

证 明 如 图 3-1， 

2 MN = (MD + DÓ + CN) + (MA + AB + BN) 
= (MD + MA) + (BN + CN) + (AB + DÓ) = AB + DC 


此 结论 ， 包 括 下 面 的 几 种 特例 ， 相 当 重要 ， 本 书 以 后 解 题 将 不 加 
证 明 ， 直 接 使 用 .下面 几 种 特例 ， 是 大 家 所 熟悉 的 

(1) 如 果 4 和 两 点 重合 ,2 AN = AB + 达 ， 此 即 三 角形 中 线 的 
向 量 形式 ; 
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(2) 如 果 C RD BS RA. 2 MNW= 退 ， 此 即 三 角形 中 位 线 定理 ; 

(3) 如 果 AB/CD， 此 时 四 边 形 为 梯形 ,4B// CD// MN, 2MN = 
AB + DC 表示 梯形 的 中 位 线 定理 . 

(4) 如 果 AB/CD， 且 C 和 DD 两 点 错位 (图 3-2)， 此 时 四 边 形 为 
梯形 ，4B//CD//MN，2MN = AB - DC 表示 梯形 两 对 角 线 的 中 点 的 连 
线 平行 于 底 边 且 等 于 两 底 差 的 - 


图 3-2 


当然 ， 不 用 预备 的 工具 ， 用 回路 仍然 可 以 解决 问题 . 但 作为 教 
师 ， 心 中 有 一 些 套路 ， 才 能 见 题 不 慌 ， 更 加 从 容 . 
【 例 3.1】 已 知 4D 是 A4BC 的 中 线 , 求证 : AD <$ (4B+AC). 
证 明 MAD = 7 (AB + AÒ) 
a0 -|48 +16) |< (AB +O). 
- 般 证 法 是 “ 售 长 中 线 "， 也 就 是 延长 AD 至 B， 可 得 四 边 形 
ABEC 是 平行 四 边 形 , AE <AB + BE, 从 而 AD <) (AB +AC). 


【 例 3.2】 如 图 3-3, 求证 四 边 形 中 ， 两 组 对 边 中 点 的 距离 之 和 不 
大 于 四 边 形 的 半 周 长 ， 当 且 仅 当 四 边 形 是 平行 四 边 形 时 等 号 成 立 . 
(1973 年 南斯拉夫 奥林匹克 试题 ) 

证 明 MER-A AD +B) EÈ] = AD + Bò) |< ECAD] + 


IBĊD Im GAl <} CUAB] + pel). ik IGA] + EPI < 1178] + 
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15C1+ |AD| + 1 了 1) , 当 且 仅 当 4B8//CD,4D/BC 时 等 号 成 立 . 
【 例 3.3】 如 图 3-4, D 是 RLAABC 斜 边 上 AB 的 中 点 ,已 和 下 分 
别 在 边 BC HMAC k, HB ED LFD, 求证 : EF'=AF + BE 


综合 几何 证 法 ”如 图 3-5， 延 长 FD 至 G, 使 得 FD = DG. 那么 四 
边 形 4GBF 是 平行 四 边 形 ，4F = GB, (m BE + BG' = EG ; 易 得 AEFG 
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是 等 腰 三 角形 ， 所 以 FE* = EG° = BE° + BC 
此 作法 可 能 是 受到 “ 售 长 中 线 ” 的 启发 ， 构 图 之 后 将 求证 结论 中 
的 三 条 线段 集中 到 一 个 直角 三 角形 中 . 此 作法 的 缺点 是 添加 的 辅助 线 


向 量 证 法 ”如 图 3-6, 设 EF 中 点 为 G6， 则 


EF = (2 D)? = (AF + BÈ)? =AF° + BE. 


说 明 : 此 处 作出 中 点 6 是 为 了 充分 利用 ED LFD 的 条 件 ， 利 用 直 
角 三 角形 斜 边 上 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 的 性 质 ， 再 利用 向 量 形式 的 四 边 
形 中 位 线 公式 . 如 果 将 硼 写 成 克 + AB + 本 ,平方 后 如 何 利 用 条 件 ED 
1 FD 呢 ? 下 面 的 例 3.4 是 例 3.3 的 另 一 种 表述 形式 . 

【 例 3.4】 如 图 3-7，A4BC 中 ，Z4BC =90 , M 和 分别 是 DE 


和 4C 中 点 ，4D =d，CE =e，MN =x， 求证 : x= 


B 


` 
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B, D, 三 点 重合 时 ， NB =} VAB + CB = TAC = AN = NC, 
即 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 . 


【 例 3.5】 如 图 3-8， 四 边 形 ABCD th, 已 和 下 分 别 是 48 和 CD 
的 中 点 ，4D 交 BC T G, 已 知 4D=a, BC=b，LAGB=a, R EF. 


特别 地 ， 当 4D//BC 时 ,a =0，EF = 上 VO t+26b = 这 


就 是 常见 的 梯形 中 位 线 公式 . 

【 例 3.6】 如 图 3-9, 已 知 A4BC 两 边 48 fll AC 的 中 点 分 别 为 机 
MN, fE BN ERREI P, 使 得 NP =BN， 在 CM 延长 线 上 取 点 Q, 
使 得 MO =CM， 求 证 P，4。， 9 sa. 
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2ANÑ=AP+AB, AB =2 AM =AC +10 (两 个 式 子 就 包 
向 量 解 题 的 优越 性 可 见 一 斑 ) ， 两 式 相 加 得 PA =40， 
MARP, A, Q 三 点 共 线 ， 且 附带 证 明了 PA = AQ. 

也 可 直接 用 回路 法 写 出 解答 : 

AP = AÑ + NP = BÑ + NÈ = BM + MC = QM + MÀ = QÁ. 

这 里 每 个 条 件 只 用 一 次 ， 不 可 能 更 简单 了 . 

【 例 3.7】 如 图 3-10， 在 A4BC 内 , D fl E Jë BC 边 的 三 等 分 点 ， 
D 在 B8 和 EE 之 间 , F J AC 的 中 点 ，C JE AB 的 中 点 . tH IERE EC 
和 DF 的 交点 ， 求 EH: HC. 


图 3-10 


=3 ED, BD2(FH + HG) = CÉ =3( EH + HD) ,根据 
平面 向 量 基 本 定理 ,可 得 EH: HG =2:3. 
也 可 以 直接 写 
2( FÀ + HG) =2( FÀ +AG) =CÁ + MB = CÈ =3 ED =3( EH + HD) , 
就 无 需 使 用 预备 工具 了 . 
【 例 3.8】 如 图 3-11， 在 A4BC 中 ， mia ; AN = 1 ,BN 


和 CM ZFA P. 试用 馆 和 办 表示 向 量 AP. 
分 析 WAP =AÑ + MP. WAM = TAB, BUR B ABMPJHIABAI 


ARRE; MP =k MÊ = k( MÀ +A) ,问题 归结 为 求 出 上 的 值 . 
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解法 1 直接 用 回路 ; 为 减少 分 数 计算 ， 适当 对 向 量 加 信 有 
2(NP + PC) = 2 NC = 6 AN = 6 AB +6BN 
=9 MB + 6 BN = 9 MP + 9 PH + 6 BN. 
对 两 端的 共 线 向 量 比较 ， 用 基本 定理 得 2 PC =9 MP, 即 2 MC = 
11 MB, U 


mp -AB 2 MC AB 2(MÁ +A) 342 
天 = 研 + 胡 = 和 +- 让 + ESTA 


解法 2 hBP+PM=BM=2MÀ, NP + PË = NÉ =3 本 可 得 
MP + PN =MÀ +AÑ =} (BP + Př) + (ND + PÒ), 
化 简 得 


9 MP +8 PN =3 BP +2 PÈ, 


于 是 有 


所 以 
和 
= +MP=AM +11(MA+AC) TT 
解法 3 将 已 知 条 件 都 用 向 量 的 形式 表达 出 来 ， 再 通过 回路 和 式 
确定 交点 尸 的 位 置 . 
$ (BP + p) = BA: $ ONP + PÓ) = AG; CP + PB = Ch; 
三 式 相 加 : 
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Tap + Pe, 3 PM + 4 NP = 
有 
4 P+ $P =o 
于 是 
MP = 2 PÈ = 2 MÈ = 2 (MA + AG) 
9 " "N 
所 以 
2 


AP = AM +MP = AM + 
这 样 的 交点 问题 ， 使 用 向 量 形式 的 定 比分 点 公式 比较 容易 人 手 . 
“32 ”该 公式 是 根据 向 量 回路 推导 得 到 ， 直 接 使 用 有 时 较 快捷 ， 本 书后 面 会 
有 专题 介绍 ; 否则， 每 次 解 这 样 的 问题 就 相当 于 用 回路 法 重新 推导 该 
公式 ， 费 时 费力 . 
【 例 3.9】 如 图 3-12， 在 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 上 分 别 作出 两 个 
:等 分 点 ， 连 接 后 可 得 M. N, P, Q 四 个 交点 ， 求 证 : 这 四 个 交点 是 
所 在 线段 的 三 等 分 点 . 


图 3-12 


有 人 认为 : 这 有 何 难 ? 只 要 连接 KJ, BD, EH. KJ 了 和 BD， EHL 


ZeD, WKILLEH, GR AK0I - AHQE, 点 Q 既是 KH 的 三 等 分 


全 
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点 ， 又 是 JE 的 三 等 分 点 ; 同 理 可 证 P. M, N 三 点 也 分 别 是 所 在 线段 


这 个 问题 看 起 来 就 是 这 样 三 下 五 除 二 地 搞定 了 . 用 向 量 回路 来 表 


= 3(B + AB) =2(KÁ + 4)) = 2 KQ +2 QJ, 


对 两 端 的 共 线 向 量 比较 ， 用 基本 定理 得 6 =2 QQ) =2 KQ. 

如 果 你 觉得 向 量 回路 法 并 不 比 相似 三 角形 法 要 优越 ， 那 么 只 需 尝 
试 着 解决 同一 类 型 的 例 3. 10 就 知道 了 

【 例 3.10】 如 图 3-13， 已 知 W 和 N 为 平面 内 任意 四 边 形 一 组 对 
边 4D 和 BC 的 中 点 ，4, 、4 三 等 分 48，D, 和 D, 三 等 分 DC. 求证 : 
MN W A.D, 和 4,D, 三 等 分 且 4,D, 和 4,D, 又 被 MN 平分. 


分 析 稍 一 试探 ， 就 会 发 现 辅助 线 不 好 做 . 原来 构造 相似 三 角形 
只 是 在 四 边 等 分 相同 的 情形 下 才能 进行 ， 利 用 了 题目 的 特殊 性 “对 
K. 
证 明 根据 回路 可 列 出 下 面 4 式 : 
RM = RD, + D,D + DM, (3-1) 
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RM = RA, +AA + AN, (3-2) 
RN = RD, + DC + CN, (3-3) 
RN = RA, + A.B + BN, (3-4) 


那么 2* (3-1) +2 < (3-2) + (3-3) + (3-4) 9 4 RM +2 RN =3( RA; + 
RD.) ,因为 Ri 和 RN 共 线 ,RE IRD, 3R, B RMRIRA, RIER, PUA 4 
RM +2RN=0, H 3(RA, +RD,) =0, 这 就 说 明 点 R 既 是 4,D, 的 中 点 ， 
也 是 MN 的 三 等 分 点 . 同 理 可 证 点 5 既是 4,D, 的 中 点 ， 也 是 MN 的 三 
等 分 点 . 
也 可 以 写作 
NR + RÁ, = NB + BÀ, = CN +2 A,A = CD, + D.R + RN +2 AA 
=2DD+ D.R + RN +2 A,A = 2(D,R + RM + MD) 
+D,R + RN +2(A Ñ + RM + MA), 

注意 WD + MÀ =0， 整 理 得 到 2 NR +3 RA, =3 DR +4 RN， 即 可 得 到 
结论 . 

【 例 3. 11】 如 图 3-14，4 和 有 为 两 条 定 直线 AX 和 BY 上 的 定点 ， 
PR R 9DERAX 上 两 点 ，0 和 5 为 射线 BY LIA, pg pH: 
M, N, T PLS AB, PQ, RS EMS, Mg po TS 953 AE M 
M, N, T 三 点 的 位 置 关系 如 何 ? 证 明 你 的 结论 (1994 年 IMO 中国 集 
训 队 第 九 次 测验 ) 


证 明 由 4P -4R 可 得 4P BQ 设 4P BO p, AM PN RT 


BQ BS AR BS’ 设 4 下 = BS” MB "NQ TS 
n, MN = MA+AP + PN, n MN =n (MÈ +BQ +QÑ), U 式 相 加 得 
(n +1)MÑ = (Mi+AP+PN) + (n MB +n BỌ +n QÑ) =n BỌ +AP. 
同 理 可 得 


(n+1)MT=nBŠ+AR. 
MJ 


(n+1)MT= n BŠ+AÑR= L (n BQ +AP) = (n + MN, 


HDMT= 二 而 六 ,所 以 M,N,T 三 点 共 线 ， HW AP BQ. 
m R” BS 
z AM_PN_RT AP =B0. 
也 可 写作 : 设 yg NQ Ts": prg M| 5 


MN + NP = MA + AP = n BM + k PR 

=n(BQ + ON + NM) + k(PN + NT + TR) 
BO + n ON +n NM + k PN + k NT + nk(SỌ + ON + ND); 
OSAINP =n QN, WIRYO +n) MN = k(1 + n) ,结论 


注意 到 有 
同上 . 
【 例 3.12】 如 图 3-15， he -o 个 顶点 是 AUVW 


和 AXYZ 的 边 的 交点 ,已 知 43 , BC_DE _ FA 
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TD +EP =k UV +k VW +k WÜ=0. 而 
AÈ + BÈ + CD + DÈ + EF + FÀ =0, 


所 以 
BÈ + DÈ + FÀ =0; 
B k, YY +k, YŽ +k, ZŠ =0, JKED k, XÝ +k, YŽ + k,(ZÝ + YX) =0, W 


Ch, =k, ) XY + (ky -k)YZ=0,mXYRYZ4AUE, FUA k, = 


DE _FA 
m a > 3 

【 例 3.13】 如 图 3-16, 设 0 是 A4BC 内 一 点 . 过 0 作 平行 于 BC 
的 直线 ， 与 48 和 4C 分 别 交 于 J 和 已 过 P 作 直线 PE 平行 于 4B, 与 
BO 的 延长 线 交 于 E. 求证 : CE//40. 


图 3-16 


vO, WBJ =u JÀ, 
=v OJ =»(0È + B)) , 


证 法 1 设 PC=uAB, PÓ 
PÈ + EÓ = 

FIPE =vBj=wJÀ, PV 
CE = CP + PË = u PÅ + ww JÁ = u( PO + OA) + ue( J + 04) 

=ue(0] + JÖ) + u(1 +v) Of = u(1 + n) OA. 

证 法 2 i$BÓ =n OË, BÀ =m B). WCÀ =m CP, 
PÀ =CÀ -CP = (m -1)CP. 
OA = OB + BA = n EÓ + m BÜ = n EP + n PO + mn PË 

=(m - 1)n PË + n(P4 - OA) 

=(m - 1)n PË + (m - 1)n CP = n 0Á = (m - 1)n GË -n OÀ, 
HJ(m - 1)n CË = (1 +n) OÁ. 
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【 例 3.14】 如 图 3-17， 五 边 形 ABCDE 中 ,点 F, G, H, 143 
是 48，BC，CD，DE 的 中 点 ， 点 了 和 大 分 别 是 FH 和 GI 的 中 点 ， 求 


证 ; JK/AE HL JK = JAE. 


15g, (5B AP) -IÈ 
Di +> (BD+AE)=AB. 


FD JK//AE H JK = TAE. 
证 法 3 由 于 0 是 平面 上 任意 一 点 ， 所 以 干脆 省 略 不 写 . 
R=k-J=L(G+D -HF +H) 


=} (B+C+D+E) - +A +B+C+D) 


1 


= 4 
=4(E-A)=44E. 
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这 种 “省 略 任意 点 0， 用 一 个 字母 表示 向 量 的 ”方式 ， 已 经 带 有 
质点 几何 学 的 味道 了 . 这 种 方式 解 题 ， 可 加 免 绕 来 绕 去 绕 多 了 ， 走 弯 
路 . 我 们 在 后 面 会 有 专题 介绍 . 

此 题 的 传统 证 法 要 添加 较 多 的 辅助 线 ， 特别 是 辅助 点 难以 
想到 . 

证 明 如 图 3-18， 连 接 4D， 设 工 是 4D 中 点 ， 易 证 四 边 形 FLHG 
是 平行 四 边 形 . J 既是 FH 的 中 点 ， 那 必然 是 GL 的 中 点 ， 所 以 JK JÉ 


AGLI 的 中 位 线 ， 而 凡是 ADAB HRI, BEVA JK =L = AE. 


图 3-18 


证 明 过 程 倒 不 是 很 复杂 ， 难 在 发 现 人 口 ; 而 向 量 法 则 是 推 门 即 
A, 直 来 直 往 . 
【 例 3.15】 如 图 3-19， 在 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 上 取 点 天 


入， 在 对 角 线 BD 上 取 点 P 和 7， 使 得 4K = MC = TAC, BP = TD = 
TBD. WEY: READ 和 BC 中 点 的 连 线 , 通过 PM 和 KT 的 中 点 . (第 17 


届 全 俄 数学 奥林匹克 试题 ) 
证 明 设 不 C, 分 别 是 4D,BC,AT tjtha WGH =} (BÀ +CD), 


EH = (KÁ + TB) = } (qei + geb) = 二 (而 +CD) , WIRCH =4 EB, 


1 
2 
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图 3-19 


所 以 H,E,G 三 点 共 线 . 同 理 可 证 HG 过 PM 的 中 点 
或 者 简写 
P| :A 
pKr, (4K+4C) + (4D+48) 
2 2 
3 1 I 
=B(A+D) +£(B +C) 
-FENE 
= 344+4C， 
所 以 H，E，G 三 点 共 线 . 
目前 高 考 中 考察 向 量 回路 的 题目 很 多 ， 艾 如 例 3. 16 和 例 3.17， 


基本 上 属于 送 分 题 . 
【 例 3.16】 已 知 0,4，B 是 平面 上 的 三 个 点 ， 直 线 48 上 有 一 点 


C, 满足 24C+CB=0, 则 0C=- (  ). 
A.2 01 - OÈ B. -OÀ +2 OÈ 
27i -10k -10i + 20k 
C 304-+0B D. -5304+308 


解 题目 条 件 2AC+CB=0 与 0 无关， 而 所 求 和 所 给 出 的 选项 都 
和 0 有 关 ， 所 以 需要 将 O 引入 到 条 件 中 去 . 

2AC+0B=240+20C+C0+0B=0, LLOC =2 OÀ - OB. W 
选 A 
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【 例 3.17】 如 图 3-20， 在 四 边 形 ABCD 中 ,AB + BD + DC =4, 
AB. BD +BD - DC =4, AÈ - BD = BÚ - DÊ = 0, W(AB + DC) - AÇ 


图 3-20 


f 由 4B+BD+DC=4, AB - BD + BD - DC=4 得 4B+DC=2. 
WAB - BD =BD - DC =0, 可 得 BD. (AB. DC) =0; 
(AB + DÓ) - AC = (AB + DC) - (AB + BD + DC) = (AB + DG) =4. 
【 例 3.18】 如 图 3-21， 点 己 是 A4BC 中 一 点 ,HG, EF, JK 


s Dia , pyr, CH EF JK 
P, E HG//AB, EF//AC, JK//BC, 求证: fig +AG + BC 


图 3-21 


证 明 BAË = m AB, AG =n AC, WIEP = (1 - m)AC, GH = 
(1 -n)AB, JP = Bl =n BÈ, PK= FC =m BË, JK = JP + PR = (m +n) 
BÈ, PA 


CH EF JK. _ n 2 
Am tactac l n+1-m+m+n=2. 


例 3. 18 是 某 位 中 学 老师 学 习 向 量 法 之 后 ， 尝 试 解 几何 题 .确实 也 
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有 参考 资料 这 样 做 ， 事实 上 完全 可 以 把 向 量 符号 去 掉 . 因为 此 时 J, 
P ,下 三 点 共 线 ， 而 民 = 历 + PR 不 依赖 于 三 点 共 线 的 优势 没有 用 上 . 

从 以 上 例题 可 看 出 ， 向 量 回路 法 如 果 好 好 运用 ， 能 解 不 少 难题 . 
但 不 少 中 学 老师 掌握 情况 还 不 是 很 理想 .下 面 这 道 题 及 原 解法 抄 自 某 
资料 . 

【 例 3.19】 A4BC 外 接 贺 圆心 为 0， 两 条 高 交 于 H, OB = 
m (OÀ +0B+0C) , 求 m. (2005 年 全 国 高 考试 题 ) 

原 解 如 图 3-22， 设 刀 是 BC 中 点 , 则 OF =m(0À +08 +02) = 
m 0À + 2m OD, B 1 OÀ + AH = m OÀ +2m OD, AH = (m - 1) OÀ + 
2m OD; ñ AH - BÊ = (m - 1) OÀ - BÉ + 2m OD - BC, W 0 
=(m-1) Of :BC+0, 所 以 m=1. 


评论 此 解法 虽然 没 错 ， 但 走 了 订 路 .可 以 认为 解 题 者 对 平面 向 
量 基本 定理 还 没 掌 握 好 . 当 得 到 04 + AB = m OÀ +2m 0 后 ， 应 该 立刻 
得 出 m=1. 高 手 解 题 ， 讲 求 一 招 制 敌 ， 追 求 的 是 尽 可 能 简单 快捷 . 平 
时 不 断 注意 减少 解 题 时 的 废 招 ， 对 提高 解 题 能 力 大 有 好 处 . 

【 例 3.20】 求证 : 三 角形 中 垂 心 由 重心 6、 外 心 0 三 点 共 线 ， 
且 HG =2GO，( 欧 拉线 定理 ) 

证 明 如 图 3-23, D AIE M: BC 和 4C 的 中 点 ， 则 大 =2 ED, 
WAA + HB =2 EÓ +2 O05， 所 以 好 =2 0D, HË =2 EÓ. k AD 2 HO F 
K, WAH =2 ODHAK + KH =2 OK +2 KD, 所 以 Ki =2 OK, AK = 
2 KD, KOKIRI K SEDE tts G, WGH =2 OG. 顺便 可 得 O87 =3 0C = 
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AS 


图 3-23 


> 


DÀ + 0B + 0È. 
某 些 资料 给 出 此 题 的 向 量 证 法 ， 基 本 上 就 是 综合 几何 证 法 的 简单 
翻译 . 
证 明 如 图 3-24， 作 A4BC 的 外 接 圆 ， 延 长 BO ZT K, itk 
AK, CK; BK 为 直径 ，H Hù, MAK LAB, HC LAB 得 AD //HC, 
同 理 CD//AH， 所 以 AHCK 为 平行 四 边 形 ， 从 而 有 
OÀ + OB + OÈ = OÀ - OK + OÈ = KÀ + OG = CH + OC = OH; 


而 0C = + (OÀ +0B +0), 所 MOC = 40h. 
À T. 
As | 
I ‘CON 


图 3-24 


为 什么 说 这 种 证 法 是 综合 几何 证 法 的 简单 翻译 呢 ? 因为 它 没有 突 
出 向 量 的 优势 . 作出 外 接 圆 后 ， 易 得 44-&20D， 立 刻 可 得 AG =2CD， 
HG =260. 
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当然 ,我们 要 辩证 地 看 待 事物 . 解 题 的 方法 多 种 多 样 ” 对 于 这 些 
方法 ， 我 们 平时 都 要 进行 专项 训练 ， 这 样 才能 对 各 种 方法 的 长 短 ， 做 
到 心中 有 数 .而 等 到 正式 解 题 了 ， 那 就 无 需 再 受 具体 招式 的 限制 . 只 
要 能 解决 问题 就 是 好 方法 . 所 以 在 以 后 的 解 题 当中 ， 也 不 必 过 分 拘束 
于 单纯 的 向 量 方法 ， 可 结合 图 形 性 质 ， 多 种 方法 并 用 . 

向 量 法 是 联系 中 学 数学 很 多 知识 点 的 纽带 ， 而 向 量 法 解 题 也 确实 
能 够 做 到 把 各 种 解 题 方 法 集 于 一 身 ， 值 得 重视 . 

例 3. 21 原 为 法 国 试题 ， 后 载 于 《数学 教学 》2008 年 第 8 期 的 
《数学 问题 和 解答 》 栏 目 ， 原 解答 是 坐标 法 ， 较 为 复杂 . 

【 例 3.21】 已 知 A4BC th, O ft HAHEI, Ti. R 为 其 外 
接 圆 半径 ， 试 将 48? + BC + CA + OF 写成 关于 尺 的 函数 . 

证 明 由 例 3.19 得 O08=04 +08+0C， 那 么 

AB + BC + CA + OI 
= (A0 + OB)? + (BO + OC)?’ + (CO + OÀ)? + (OA + OB + 0C)? 
= 9. 

无 需 展开 计算 ， 稍 作 观察 ， 就 可 知 哪些 项 会 被 留 下 ， 哪 些 项 会 被 

MR. 
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向 量 一 产生 ， 最 早 赋予 它 的 性 质 就 是 平行 四 边 形 法 则 ， 这 说 明 向 
量 与 平行 四 边 形 有 着 天 然 的 联系 . 

那么 可 以 预见 ， 使 用 向 量 可 轻松 推导 出 平行 四 边 形 的 很 多 性 质 ， 
而 用 向 量 法 解 平行 四 边 形 问题 ， 也 存在 天 然 的 便利 . 

本 章 将 基于 回路 的 思想 ， 论 证 平行 四 边 形 相关 性 质 以 及 求解 平行 
四 边 形 有 关 问 题 .希望 能 为 向 量 与 初中 平面 几何 的 结合 作 些 探究 ， 为 
建立 符合 教学 需求 的 向 量 几何 体系 做 些 准备 

性 质 平面 上 不 共 线 四 点 A, B. C, D, 若 满足 硼 =DRAD = 
BÈ, WÉ ABCD 是 平行 四 边 形 . 

这 是 用 向 量 定义 平行 四 边 形 ， 用 到 平行 四 边 形 的 性 质 : 平行 四 边 
形 的 对 边 平行 且 相 等 . 其 中 , AB = 天 等 价 于 B -4=C-D,， 即 站 -4 
=C-B， 等 价 于 4 = BÓ. 这 样 的 变形 ， 联 系 平行 四 边 形 的 性 质 ， 一 下 
就 清楚 了 . 

以 平行 四 边 形 的 符号 表示 而 言 ， 综 合 几何 写作 : ABLDC, Jp 
“平行 且 相 等 ”的 符号 一 般 不 参与 运算 ， 使 得 48 攻 DC 只 是 一 个 死 的 记 
号 而 已 ; 而 向 量 表示 则 不 同 ， 运 算 起 来 灵活 多 变 ， 历 害 得 很 ! 

基于 定义 ， 可 推出 平行 四 边 形 种 种 性 质 . 

(1) 两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
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证 明 AC = AB + BC = AD + DÇ, 2 AB//DC, AD // BC, WAB = 
DÈ, BC = 妨 ， 所 以 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 

(2) 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 . 反之 ， 对 角 线 互相 平分 的 四 边 
形 是 平行 四 边 形 . 

证 明 如 图 4-1, AÓ + OB = AB = D = DÓ + 0Ó, 因为 愉 和 0CC 共 
线 ，70 和 08 共 线 ， 但 40 和 0 不 共 线 ， 于 是 1 = 0C，06 = DÓ. 反 
之 , 若 说 =0C, OB=DÖ, WAQ + 0B=DÓ+ 0, BAB = DC. 


D c 


图 4-1 


(3) 顺 次 连接 四 边 形 中 点 所 构成 的 图 形 为 平行 四 边 形 . 
证 明 如 图 4-2， 


G 


HÈ =HÀ +AÈ = y DÀ + D+ B= G + CP = GP. 
(4) 平行 四 边 形 是 中 心 对 称 图 形 ， 对 称 中 心 是 两 对 角 线 的 交点 . 
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证 明 如 图 4-3， 在 平行 四 边 形 ABCD 某 边 上 任 取 点 P， 直 线 PO 
与 平行 四 边 形 相交 得 到 一 个 新 的 交点 P, Hh 0 为 平行 四 边 形 对 角 线 
交点 ， 则 由 40 = OC 得 4P+ PÓ = OP +P'C， 所 以 PO = 0P'. 


(5) 平行 四 边 形 的 对 角 相等 ， 两 邻 角 互补 . 

证 明 平行 四 边 形 48CD th, (AB = DC, BC = AD, WAB - BÈ 
=DC + AD, ¿ABC= LADC; 同 理 LDMB= LDCB; ¿ABC + ¿ADC + 
Z DAB + LDCB =360°, 所 以 LABC + ¿ DAB =180 

【 例 4.1】 如 图 4-4， 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 于 点 0, 过 0 
作 两 条 直线 交 四 边 得 到 E, F, G, HI, RIE: 四 边 形 EGFH 是 平 
行 四 边 形 . 


证 明 OÁ = CÓ, BDOE + FÀ = CP + FÓ, (OË = FÓ, 同 理 O08 = 
650， 所 以 四 边 形 EGFH 是 平行 四 边 形 . 

【 例 4.2】 如 图 4-5， 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,DE LAB, BF L 
CD, AG=HC, 求证 : GH 和 EF 互相 平分 . 

证 法 1 由 本 = B, BDAE + ED = BP + FC, @AË = FÓ, 又 由 于 
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图 4.5 


AG = HÉ, BCDLEG = EÀ + AG = CË + HÇ = HP, 四边形 EHFG ÆPTI 
WÉ, 对 角 线 互相 平分 ; ES 

证 法 2 由 4D = BC, BJAE + ED = BF + FC, 得 45 =F; 又 由 于 
AG =H, BCAEG = EÀ + AG = CF + HÊ = HË, k GH t; EF 交 于 点 0， 
HEG = HPIJE0 +0G = 0Ë + HÓ, 所 以 E0 = OF, GO = 0H. 

[814.3] 如 图 4-6， 四 边 形 ABCD P, 点 已 和 下 是 CD 和 4B 上 
的 中 点 ，AE，DF，BE，CF 四 边 中 点 是 G, H, 1, J, RüE: 四 边 形 
GHIJ 为 平行 四 边 形 . 


证 明 由 向 量 形式 的 四 边 形 中 位 线 公式 得 2 HC = DÁ + FÈ, 2 用 = 
CB + FE, 2 FE=AD+ BC， 三 式 相 加 得 HG + JI=0， 所 以 四 边 形 GHIJ 
为 平行 四 边 形 . 

【 例 4.4】 ”如 图 4-7, 已 知 D, E, F 是 AABC 三 边 的 中 点 
JÉ BFGD 是 平行 四 边 形 ， 求证， 四 边 形 BCC4 是 平行 四 边 形 . 


证 明 CÈ=C+FÈ= CÀ +}BÀ=FÀ. 


四 边 
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[044.5] PE ABCD, AEFC, ADFH, FIJE 和 BIJC 都 是 平行 
四 边 形 ， 求 证 : 四 边 形 AFHG 也 是 平行 四 边 形 . 

分 析 ”此 题 牵涉 如 此 多 平行 四 边 形 ， 画 图 都 是 麻烦 ;但 利用 向 量 
来 解 ， 就 如 同 解 代数 方程 一 样 ， 一 步 步 减少 未 知 数 个 数 即 可 ， 

证 明 由 题 意 得 研 = DC. AË= GP. AD = HP, Fi=E), Bl= Cj. 
WOoRiIEAP = GH. 


[9144.6] mia- 8， 在 矩形 ABCD 的 四 边 上 分 别 取 点 K，L，MM， 
N, 已 知 KLNMN，KMH LNL 求证 : NL 和 MK 的 交点 在 BD 上 . (1991 
年 全 苏 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 


D M c 


证 明 设 NL f MK 的 交点 为 0， 由 KL//MN 得 大 = k NM, WKO 
+OL=k(NÒ+0M), KB + Bi=k(ND + DM), 可 得 KO =k OM, KB = 
k DM, MmKÓ -KÈ =k OM -k DM. BrD1BÓ =k O05， 从 而 可 得 NL 和 
MK 的 交点 在 BD E. 


EN 
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注 : 矩形 4BCD 可 推广 为 平行 四 边 形 4BCD， 条 件 KM Y NL ER. 

【 例 4.7】 如 图 4-9， 过 平行 四 边 形 ABCD 的 4 个 顶点 向 直线 MN 
WERB, ED p| E. F, G, H, RUE: HE = FG; AE - DH = 
CF - BG. 


证 明 AD = BCHDAE + EH + HD = BË + GF + FC, (JAË + HD = 
B+ F, ED = GË, PM HE=FG, AE -DH = CF - BG. 

【 例 4.8】 如 图 4-10， 平 行 四 边 形 ABCD 中 , AE LBD T E, CF 
ABD 于 求证: AE = CF. 


4 2 


图 4-10 


证 明 由 4D=BC， 即 人 E+ED=BF+FC, 所 以 AE=CF. 

以 上 给 出 的 例题 难度 不 大 ， 但 足以 说 明 向 量 解 题 的 优越 性 . 例 
4.8 可 看 作 例 4.7 的 特例 ， 常 被 选 作 全 等 三 角形 教学 中 例题 ， 与 综合 
几何 证 法 相 比 ， 向 量 证 题 显得 简洁 . 其 原因 也 很 简单 ， 综 合 几何 中 ， 
要 证 两 条 线段 相等 ， 首 先 要 证 线段 所 在 的 两 个 三 角形 全 等 ， 而 证 全 等 
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通常 又 得 找 3 个 相关 条 件 ， 使 得 证 题 过 程 变 得 复杂 ， 这 就 是 综合 几何 
证 题 常 有 的 琴 病 :“ 证 一 找 三 "， 这 中 间 明 显 信息 不 对 等 . 而 向 量 法 则 
要 简单 一 些 ， 根 据 关系 列 出 等 式 ， 分 解 后 立刻 可 得 所 需 结论 . 

例 4.7 用 “如 图 4-9” 来 简化 几何 关系 . 若 不 然 ， 随 着 直线 MN 位 
置 不 同 ， 线 段 的 长 度 关系 也 在 发 生变 化 ， 需 要 讨论 ， 但 其 向 量 关 系 始 
终 有 效 ， 例 4.9、 例 4. 10 就 是 这 样 的 例子 . 

【 例 4.9】 如 图 4-11， 在 正方 形 4BCD 中 ,点 5 是 BC 上 一 动 点 ， 
点 下 是 4C 中 点 ,连接 DE, fEAG 1 DE, FHLDE, CILDE. 探究 AG, 
FH, CI 这 三 条 线段 长 度 之 间 的 关系 ? 

解 2FD=-(FA+AG+ GB) + (FC + CI+ TH) =AC+ GH + Ci + TH, 
W2 FN -AG- Cl= G+ IB, h FFH, AG, Cite, GHATHISR, Br 


图 4-11 


【 例 4.10】 如 图 4-12， 设 AC 是 平行 四 边 形 ABCD 的 长 对 角 线 ， 
f: CE LAB, CF LAD, 求证 : AB *AE +AD + AF = AG. 

证 明 AC =4 =AC. (AB + AD) =AB + AE +AD * AF. 

注意 : 题目 强调 AC 是 长 对 角 线 ， 如 果 AC 是 较 短 的 对 角 线 又 如 
何 ? 分 为 两 种 情形 ， 如 图 4-13, 点 C fE AB 和 4D 上 的 射影 都 在 AB 和 
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图 4-12 


AD 线段 上 (包括 端点 ) ， 则 仍然 有 结论 AB * AE + AD * AF = AC. 如 
图 4-14, 点 C 在 4B( 或 4D) 上 的 射影 在 4B( 或 4D) 延长 线 上 ， 则 结论 
改 为 4D*AF -AB + AE =AC (IR AB +AE -AD*AF=AC*)， 与 其 分 情况 


这 么 复杂 ， 不 如 写成 向 量 形式 4 人 =AB - AÈ +AD - 太 作 一 个 统一 . E 
s D 4 
D. £ 
> 
NZ 
4 E B E A B 
图 4-13 图 4-14 


【 例 4.11】 如 图 4-15，4B 是 圆 0 的 直径 ， 过 4 MB 引 两 条 弦 
AD, BE 交 于 C, 求证: AB? =AD + AC + BE * BC. 
E 


图 4-15 
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证 明 AB'=AF =AB - (AC + CÈ) =AD - AC + EB - CÈ = AD + AC 
+ BE * BC. 

例 4. 11 也 是 因为 有 “如 图 4-15” 来 简化 几何 关系 . 否则 ， 各 种 情 
况 是 复杂 的 ， 用 向 量 法 则 可 省 事 不 少 . 

【 例 4.12】 BD 和 CE 是 A4BC 的 两 条 高 ， 探究 BC*，BE + BA, 
CD * CA 之 间 的 关系 

证 明 (1) 如 图 4-16， 如 果 A4BC 是 锐角 三 角形 ， 则 


图 4-16 


BC = BÉ - ` < (BÀ + AČ) = BE * BA + CD + CA. 
(2) 如 图 4-17， 如 果 A4BC 是 直角 三 角形 ， 此 时 有 两 种 情形 ， 若 
LA 是 直角 ， 则 
BC = B - B = B - (BA+AC) = RA: +AG2, 


4 
EAD 


4-17 
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此 即 勾 股 定理 ; 
如 图 4-18, 车 LC (RZB) 是 直角 ， 则 
BC = Bë - BC = BC - (BÀ +AG) = BE + BA, 
此 即 射影 定理 


图 4-18 


(3) 如 果 A4BC 是 钝 角 三 角形 ， 此 时 有 两 种 情形 ， 若 ZA 是 钝 
角 ， 如 图 4-19， 则 
BC = BÓ - BÈ = BÉ - (BÀ +AC) = BE + BA + CD * CA; 


图 4-19 


车 LC (ZB) 是 钝 角 ， 如 图 4-20， 则 
BÈ - BÓ = BÓ - (BÀ +AĊ) = BE + BA — CD x CA. 
[44.13] 如 图 4-21，A4CD 中 , E 和 下 分 别 为 4D 和 CD 的 中 
点 , R 和 7 了 分别 为 4C 三 等 分 点 ，ER 与 FT 交 于 B, RUE: 四边形 
4ABCD 是 平行 四 边 形 . 
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A 


W: 看 到 此 题 ， 切 莫 以 为 是 前 言 中 已 经 出 现 过 的 那 道 题 . 两 个 
问题 看 似 只 不 过 条 件 和 结论 调换 了 一 下 ， 但 题目 步骤 却 要 长 不 少 ! 


证 明 EP=-ED+DP- T (AD + De) = TAC = ZR, W) 


EB B = 3 (RB + BD) 则 不 = 


UR 
Fë Fh+ Te =} (TÈ + AP = T ABTAB = 殉 , 所 以 四 边 形 48CD 是 平行 
四 边 形 . 

【 例 4.14】 如 图 4-22， 在 四 边 形 PORS 的 四 边 上 各 有 一 点 4， 有 B， 
C, D, E.M ABCD 是 平行 四 边 形 而 且 其 对 角 线 与 PQRS 的 对 角 线 ( 共 4 
条 线 ) 交 于 一 点 0. 求证 四 边 形 PORS 是 平行 四 边 形 ，(1978 年 北京 竞 
赛 题 ) 


o 4 


> 


图 4-22 


强调 : 切 莫 将 此 题 与 本 章 的 例 4. 1 混淆 ， 条 件 和 结论 调换 了 顺序 ， 
题目 的 难度 相差 很 多 . 看 似 简单 的 事情 ， 说 清楚 却 并 不 容易 . 
证 法 1 反 证 法 . 如 图 4-23， 若 四 边 形 PORS 不 是 平行 四 边 形 ， 


Es 
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则 其 对 角 线 不 能 互相 平分 ，00 和 0S 与 OP 和 OR 两 段 线段 中 至 少 有 
一 对 不 相等 . 不 妨 设 OR < 0P, 00<0S, 在 OP 上 截取 OF= OR， 在 
OS 上 截取 OM = 0Q( M 可 能 与 S 重合) . HOB = DÓBBOR + RB = DL + 
TÒH4ĘRÈ = DL, FIMO = DM, LLL, D, M 三 点 共 线 , LAIM Hi 
该 在 SP 的 两 侧 ， 产 生 矛 盾 ， 所 以 四 边 形 PORS 是 平行 四 边 形 . 


证 法 2 反 证 法 . 如 图 4-24， 若 四 边 形 PORS 不 是 平行 四 边 形 ， 
则 其 对 角 线 不 能 互相 平分 ，00 和 OS 与 OP 和 OR 两 段 线段 中 至 少 有 
一 对 不 相等 . 不 妨 设 OR < 0P, 00<0S, 在 OP 上 截取 OL = OP, 在 
OS 上 截取 OM = OQ(M 可 能 与 重合 ) ， 则 QRML 是 平行 四 边 形 . 设 
ML Z 0D T N, 由 00=1 即 05+ BÖ = MÑ + NÓ nf g 0 = NÓ, 这 与 
0B = 00 矛盾， 所 以 四 边 形 PORS 是 平行 四 边 形 . 


证 法 3 正面 证 法 . 设 RO =u0P, SO = v00， 不 妨 设 “= = 


1. upSapoo =S anos = S anoc + Sasoc = uS asop +S aaoo SUS arog, PELA wS 
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u， 推 出 w<1， 从 而 wu=1, WS=00, TJ S = SÓ + OC = 00 +A 
=AĠ, FISD = BQ. 所 以 四 边 形 PERS 是 平行 四 边 天 

[84.15] 如 图 4-25， 设 ABCD 是 一 个 平行 
及 分 别 是 AB, BC, CD, DA 上 的 任意 一 点 ，1，J，K, 工分 别 是 
AAEH, ABEF, ACFG, ADGH 的 外 心 ， 求证 : 四边形 KL 为 平行 
四 边 形 ，(1992 年 莫斯科 世界 城市 联赛 试题 ) 


I+ GR) + DÈ - (IË + EJ) - AB 


WJ u LAB. 
u+ AD = IK + AD - T) + AD 


LD + DÈ + CR) AD- (TÀ + AB + Bj) + AD 


= -Lcr WA 1 
= THD*AD - >CF * BC - (= FAN*AD+ —BF * BC) 


=0, 
W u LAD. 

I PFABRAD AUR, HVA u=0, WIK = 态 ， 所 以 四 边 形 UKL 为 
平行 四 边 形 . 可 参看 第 14 章 的 质点 法 的 解法 - 

【 例 4.16】 如 图 4-26， 设 尼 为 平行 四 边 形 ABCD 所 在 平面 上 的 一 
点 , 证 明 : AE + CE -BE -DE 的 值 与 点 E WEEK, EA + EC 
-EB -ED =2 AR - AD. 

证 法 1 (HDE + EC =AÈ + EB 1$ AÈ = DË + EÓ + BË. 
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AE? = (DE + EC + BE)? 
=DE + EC + BE +2 DË - EC +2DE. BE+2EC. BE, 

BE + EC -EB -ED = 2EC + 2 DË - EC +2 DË - BEF2EC.BE 

=2(EC + BP) - (EC + DE) = 2 AB + AD. 
证 法 2 设 48 和 DC 中 点 为 请 和 6G， 

AE? + CE - BE? - DE = (AÈ - ER) + (CF - ED) 
=2 AB - FË +2 CD - GË 
=2 AB - FË +2 AB - EG = 2 AB - FG 
=2 AB - AD. 

显然 与 点 的 位 置 无 关 . 


(AC - B 这 )， 当 四 边 形 ABCD Jb Mi 


形 时 ， 
AE? + CE? = BE: + DE. 


p G c 


[14.17] 如 图 4-27， 过 平行 四 边 形 ABCD 的 顶点 4 作 圆 ， 分 别 
ZAB, AC, AD T. E, G, F, 求证 : AG+AC=AE + AB +AF + AD. 
强调 : 向 量 法 不 是 万 能 的 ， 特 别 是 与 圆 相关 的 问题 . 但 向 量 法 的 
参与 有 时 也 能 够 带 来 一 些 意 想不到 的 效果 . 
证 明 AG*AC=AE*AB+AF*AD 
AĞ - AC = AË - AB + AP + AD 
AĞ - (AB + AD) =AÈ - AB +AF 
SAB + EG =AD + GF 
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第 5 章 
向 量 形式 的 定 比 分 点 公式 


解析 几何 的 创立 ， 是 数学 的 一 次 飞跃 . 从 此 , 千变万化 的 几何 问 
题 可 以 转化 成 代数 形式 ， 化 推理 为 计算 . 虽然 转化 成 代数 形式 之 后 
可 能 因为 计算 量 大 ， 有 些 题目 也 未 必 变 得 简单 ， 但 多 数 情形 还 是 有 章 
可 循 了 . 所 以 把 解析 法 看 作 解 几何 题 的 通 法 ， 有 其 道理 

解析 法 解 题 ， 通 常 的 做 法 是 建立 直角 坐标 系 ， 从 而 把 平面 内 的 点 
和 实数 对 (x*，y) 一 一 对 应 起 来 . 除 直角 坐标 系 外 ， 还 有 斜 坐标 系 、 极 
Ah 空间 直角 坐标 系 等 ， 那 其 他 的 坐标 系 有 何 特别 之 处 呢 ? 我 们 
可 以 通过 一 个 高 考题 来 说 明 斜 坐标 系 的 用 法 . 

【 例 5.1】 如 图 5-1， 在 A4BC 
中 , 点 0 是 BC 的 中 点 ,过 点 0 的 直 
线 分 别 交 直线 AB 和 4C 于 不 同 的 两 点 
M RIN. #AB=m AM, AC =n AN, MJ 
m+n 的 值 为 + (2007 年 江西 
省 高 考试 题 ) 

斜 坐标 证 法 ”以 点 4 为 原点 , AB 所 
在 直线 为 $i, AC 所 在 直线 为 y 轴 建立 
斜 坐标 系 ， 设 B(01， 0)，C(0, 1), 则 有 : “ 图 5-1 
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of 4). ME 0). sie. 1) uv siena me os = 
o[1, FRADE m+n=2. 

坐标 法 是 数 形 结 合 的 典范 ， 但 向 量 法 解 题 在 数 形 结合 方面 做 得 也 
K. 

向 量 证 法 240=-4B+AC=m AM +a AN, HM, N, 0 三 点 共 线 
可 得 m+n=2. 

车 直接 用 回路 法 ， 则 有 
m(AN + NM) =m AM = AB = AC + CB =AC +2 CO =n AÑ +2 CN +2 NÒ; 
比较 两 端 得 mAN =n AN +2 CN =n AN +2(1 -n)AÑ, BJ m =2 - n. 

坐标 法 需要 说 明 以 何 为 基准 建 坐标 系 ， 这 一 说 明 不 可 缺少 ， 少 
了 别人 就 看 不 明白 . 而 向 量 法 根据 几何 关系 列 出 等 式 ， 别 人 容易 理 
解 这 是 以 点 4 为 原点 ，B 和 C 为 单位 点 建立 坐标 系 ; 或 者 说 是 以 胡 
和 4C 为 基准 建立 坐标 系 .建立 坐标 系 之 后 ， 线 段 之 间 的 比例 关系 可 
直接 代入 等 式 ， 边 写 边 算 ， 而 不 要 另 作 说 明 . 比较 而 言 ， 向 量 法 在 
表现 形式 上 更 先进 . 

可 以 把 向 量 几 何 看 作 不 依赖 于 坐标 系 的 解析 几何 ， 它 具备 解析 几 
何 种 种 优点 ， 却 不 被 解析 几何 的 种 种 形式 所 局 限 . 向 量 几何 之 运算 ， 
不 仅仅 是 数 的 运算 ， 还 包括 图 形 的 运算 ; 向 量 解 题 在 一 定 程度 上 摆脱 
了 辅助 线 . 这 可 能 正 是 莱 布 尼 茨 所 设想 的 几何 : 同时 具有 分 析 和 综合 
而 不 像 欧 几 里 得 几何 与 笛 卡 儿 几 何 那样 分 别 只 具有 综合 的 与 


有 人 可 能 会 问 ， 你 这 里 用 到 了 向 量 形式 的 四 边 形 中 位 线 公式 的 特 
例 ， 如 果 点 0 不 是 中 点 ， 而 是 BC 上 任意 一 点 呢 ? 这 就 需要 使 用 向 量 
形式 的 定 比分 点 公式 . 

定 比 形式 的 定 比分 点 公式 ”如 图 5-2, 已 知 态 =APB， 则 0F = 
DÀ +à OB 

1+A 
证 明 HOP = OÀ +APH A OP =A (OÈ + BP) HIM, RIRIA = 
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图 5-2 


A 有 所 即 得 结论 . 这 一 公式 得 来 轻松 ， 只 用 到 回路 和 数 乘 ， 但 它 却 是 消去 
定 比分 点 的 有 效 工具 . 

使 用 时 要 注意 公式 的 特点 ， P，4，8 = Jt, OP, OÀ, 0B— 
向 量 共 起 点 ， 且 08 前 的 系数 等 于 04 和 0 及 前 系数 之 和 ， 所 以 更 多 时 候 
是 使 用 (1+A)05= 04 +A OB， 省 去 分 式 之 繁 . 当 A= -1 Bf, AP = 
BD, A 和 8 两 点 重合 ， 对 于 这 种 退化 情形 ， 通 常 是 不 会 发 生 的 ， 稍 微 
留意 即 可 . 

用 向 量 解决 平面 几何 问题 ， 首 先是 在 图 形 中 选取 两 不 平行 向 量 0 
和 0 语 ， 那 么 平面 内 其 他 向 量 均 可 用 04 和 08 惟 一 表示 ， 即 咏 =m OÀ + 
n OB. 有 序 实数 对 (m，n) 可 看 成 DB 的 “坐标 "， 路 和 0 有 无 需 互 相 垂 
直 , |04| 和 |08| 无 需 相等 . 将 “不 共 线 的 三 点 确定 一 平面 ”的 性 质 
发 挥 得 淋 注 尽 致 具备 解析 几何 代数 化 的 优点 ， 解 题 更 加 灵活 . 

[95.2] 如 图 5-3，AA4BC h, AM 是 BC 边 上 的 中 线 . 任 作 一 直线 ， 


r, AB AM AC “ 
使 之 顺 次 交 AB，AC，AM F. P, Q, N 求证 : hp AN" AQ R PARO. 
证 明 ih 2AM =A + AC 
AM7% _ AB.2 , AC 
2 N= P+ QÓ. 


由 于 AN，AP，4Q 共 起 点 , B P, Q, N 所 以 


W... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 
r Eile Mathematics 


24M AB AC 
AN AP AQ 
4 
Z © 
, M w 
图 5-3 
z PIR i AMAN yzg AM 
3 直方 2 = La š l 
A KANMAN, WAA Ay MAM AMAN, ixte 


62 ”化 是 非常 有 用 的 . 
# T “IH PAN, AP, AQI 

说 明 ， 熟练 之 后 ， 可 省 略 . 
[65.3] 如 图 5-4， 经 过 A4BC 重心 G 的 直线 分 别 交 边 CA 和 


, HP, Q, NN 三 点 共 线 ”这 样 的 


CB 于 P 和 Q, Hg 
证 明 i AB PRH M, WCG= Fh = 2 - P (Ci +Ch) = 

Ay POK. 1/1 1 1 1 

3 yG +r) 则 1=3( 大 + 妇 )， Mtp. 


4 


图 5-4 


【 例 5.4】 ”如 图 5-4，AABC 中 ，CM 为 中 线 ，P 和 分别 在 CA 
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和 CB 上 , RAP. BQ 1, PQ % CM + G, RIE: C HAAB 重心. 


PC QC 
AP ,BQ g, æ 3; Th - G, G 
证 明 由 p+QC=1 得 Cp t cQ 3: H 2 CH = CÀ + Cb 48 
CHUN _ CA ,CBA CM _ CA CB _ A 
2 o6 = eP teo 于 是 2 CC =Cp + C0 =3, 所 以 6G 为 AABC 
重心 . 


【 例 5.5】 如 图 5-5, 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 于 点 0， 在 
AB 的 延长 线 上 取 点 上， 连接 CE 交 BC 于 F, #AB=a, AD=c, BE = 


b, 则 BF = (2001 年 山东 省 竞赛 题 ) 
D r 
F 
4 B : 
ms-s 
WAF =— AÈ + AB = -2 406 + AÈ 
解法 1 Arer C ta nt 40+ 2 Ë. th 0, 
- 2 _n a 
F, EZARRI E tiig Wil 
-at BF-_L_ BC: 
a=” > BF= Ta Eb, 


解法 2 由 
b BC =b BÀ +b AC =a EB +2b OC =a (EP + FB) +2b( 0F + FÓ), 


整理 得 


b BC +a BF -2b FC =a EF +2b OF =0, 
ËF = FB + BÓ, Jiti 


be 
a+2b 


(a+2b)BP-b BC=0, kt BF = 


这 样 可 以 避免 设 未 知 数 ， 也 减少 分 数 计算 
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【 例 5.6】 如 图 5-6, 平面 上 有 P, Q 两 点 ， els :条 射 
R, h Q 引出 两 条 射线 交 于 六 点 ，4B = BC， 求 证 : x 
(1991 年 江汉 杯 数学 竞赛 试题 ) 


š PŘ = PÀ + Pi B PC Ph 
证 明 (2 PB=PÁ +P, 即 2PI = PYP, + P2PC, (2 PY = 
PA PC PB_ a PC BY _AX ,CZ 
PX* PZ #2- -2 PY= $- PZ’ 得 2Py= PXÝPZ 


【 例 5.7】 如 图 5-7， Re 的 平面 向 量 歼 和 0， 它 


们 的 夹 角 是 120*， 点 C 在 圆 弧 48 上 运动 ， 若 0C =x OÀ + y OB, Jud 
x, yeR, R x +y 的 最 大 值 . (2009 年 安徽 省 高 考试 题 ) 


B, 


图 5-7 
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解 设 0C 交 AB 于 D, 由 0C =x OÀ +y 08 得 9C0D =x 0À +y OB, 


WoE =x+y, 其 中 0C=1， 当 OD 取得 最 小 值 二 时， sa 


【 例 5.8】 如 图 5-8， 正 六 边 形 4BCDEF 中 ，M 和 六 分别 是 CD 和 


上 BP 
DE 的 中 点 , AM 交 BN 于 P, 求 py 


解法 1 HAN = AÈ + TAB, AP =m AÑ + (1 -m)AB = m AÈ + 


TÈ + AB, AC =AĠ + BÈ = AD L (AB +AÈ), 


A: AM = 
l 2.2 2.322 . 522 N T 
2 (AC +AD) = AE + AB, IH A, P, a o t 
4 
6 g Bp. 6 
m= 所 以 py=7- 
解法 2 设 


AÈ mAÑ+ (1 -m)AË =m(AD - AB) + 0 -m)AÈ 
=mAD+ (1 -32 三 =m 而 + -2=)(a6- 548) 


-a 
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因为 P 在 A4CD HRRE, MAI - m= pm- ffl m = s, Bí 


解法 3 直接 用 回路 法 ， 注 意 避 免 分 数 计算 ， 则 有 
8(NP+PM) =8(ND+DMH) =4 ED +4 DC =4 AB +2 EB 
=4 AB +2 EN +2 NË =5 AB +2 NB 
=5(AP + PŘ) +2(NP + PŘ) =5 AP +7 PÈ +2 NP, 
整理 并 比较 两 端 , 得 6 NP =7 PÈ. 
【 例 5.9】 如 图 5-9， 在 线段 48 和 平行 于 AB 的 直线 m 外 任 取 点 
C, 连接 4C 和 BC 分别 交 m FDH E; 连接 AE 和 BD， 交 点 为 0; HE 
长 CO 交 4B 于 点 ,求证 : FIH AB 的 中 点 . 


c 


图 5-9 
„CD CE DE , m s< c Va 
证 明 tiep An t 则 DE=kAB, DÕ=kOB, 0Ë=kA0, 
zB l makk — = 2k GÁ + CB 
Oar iD TrID "THE CO Saha 


所 以 CO 通过 4B 中 点 . 

题目 背景 : 1978 年 举行 全 国 中 学 生 数 学 竞赛 时 ， 数 学 大 师 华罗庚 
在 北京 主持 命题 工作 . 著名 数学 家 苏 步 青 写 信 给 华罗庚 ， 建 议 出 这 样 
-个 题目 : 在 平面 上 给 了 两 点 4 A B 及 平行 于 AB 的 一 条 直线 ， 只 用 
直 尺 求 作 48 的 中 点 . 命题 小 组 认为 此 题 太 难 ， 就 改 成 “告诉 你 怎么 
找 出 48 中 点 ,但 要 求 你 说 出 道理 ， 即 给 出 证 明 ”. 

【 例 5.10】 如 图 5-10，AO4B 的 边 OA 和 OB 上 分 别 有 点 C 和 了 ， 


i 
é 
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0C = 了 04, 0D=+0B, AD 和 BC 相交 于 点 浊 ， 过 点 MM 的 直线 分 别 


2 OA MOB T. E fU F. 如 果 0 及 =x 0À, OP =y 0B, WRH y 应 满 
足 的 条 件 . 


图 5-10 
证 明 OM=mOD+(1-m)OÀ=508+(1-m)OÀ, 


= 本 +)C=n 08+ "OÀ, PP =n, 1-ms H, t 


了 ON = 得 并 "i 

(85.11) 如 图 5-11， EAA P APIYÉ ABCD 所 在 平面 上 
的 一 点 , 0 为 4C 和 BD 的 交点 ， MM 和 分 别 是 PB 和 PC 的 中 点 ,0 
为 4AN 和 DM 的 交点 , 求证 : (1) P, Q, 0 三 点 共 线 ; (2) PQ = 
2Q0. (1998 年 全 国 数学 联赛 试题 ) 


得 m= n= 


证 明 BAP = m AB +n AD, AÑ -APAC (m +1)AÉ t(n +DAD, 


2 
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mt „imetlen, HD, Q, M 三 点 共 线 可 得 
R=p D+ (1 -pM = CPHM +D a p, -pn +2, 


HA, Q, N 三 点 共 线 可 得 


(m+1) (1-p)(m+1) _(n+1) (1-p)n+2p 
a $ 2 ki: Wa WS WEEK 
解 得 p =1/3. 
所 以 
mt n+l 1, 38, qp), 2 (AB +AD 
AQ=" AB + 3 AD =+ (mAB +n AD) +3 s: ) 
3 2— 
Añ + 346. 


另 证 设 AN 交 PO T. K, MR K E AACP 的 重心 ; 在 APDB 中 ， 
PO 是 中 线 ， 且 PK =2KO， 因 此 也 是 APDB 的 中 也 在 中 线 DM 
上 .所 以 上 可 看 作 是 AN，DM 的 交点 ， 即 与 题 中 的 点 Q 是 同 
【 例 5.12】 如 图 5-12, 设 机 为 正方 形 4BCD 的 边 AD 的 中 点 
点 4 为 圆心 ， 以 4B 为 半径 与 以 CD 为 直径 的 圆 交 于 P,N 为 BP 与 CD 


的 交点 ，Q 为 4N 与 BM 的 交点 ， 求 证 :CN = s. (《《 数 学 教学 (2007 
年 第 6 期 )* 数 学 问题 与 解答 ”第 706 题 ) 


“ 
4 p 


/J 


图 5-12 


证 明 如 图 5-13, 延长 DP 交 BC T K, h BK =KP*KD=KC 得 
BK =KC. 设 CP=m CK + (1 -m)CD, 由 CP L KD 
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TÈ - KD = (m CK + (1 - m) GD) - (KÈ + CD) =0; 
Mims 


图 5-13 


TCP ACR +CD- Ch. CN, wi = 1. cv = Te. 


= + 

3 

B= =rBÀ+ 0 -r)BÑ= TD -( 1-r)CÈ, mg 
Liz : QA 

I B, Q, M 三 点 共 线 得 一 -r) ,r= ， 即 OV= š. 

[65.13] Se ug 上 取 一 个 不 
同 于 顶点 4 M B h M. 点 P，0@，R,，S M M 分 别 在 直线 AD. AB, 
BC 与 CD 上 的 投影 . WEH: PQ LAS， 并 且 它 们 与 矩形 的 某 条 对 朋 线 
交 于 一 点 . (1983 年 南斯拉夫 数学 竞赛 题 ) 
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证 明 延长 MS 交 贺 于 点 ， 
PO - RŠ = (PQ + PÀ) - (R + RM) = PM - RM + PÀ - PD 
=DŠ - CS + SK - MŠ=0, 
所 以 POLRS. WPR=m PM, PD=n PÀ, ik RS fl BD ZTN, W 
PN =s PÈ + (1 -s)PD =s(m PM + PÀ) + (1 -s)n PÀ 
=smPM+(s+(1-s)n)PÀ, 
PN = PR + (1 -1)PD = im PM + (1 —1) (n PÀ + PM) 
=(im+1 -1)PM+ (1 -t)n PÀ, 
Wsm=m+1-t, s+(1-s)n=(1-1)n, #4 


所 以 
PÑ=(m+1 -4)PM + (1 - n PÀ 


— jt (1- nl jn 而 
m+n-1 m+n-1 


=— P+ — m PÀ = — mn (PH + PÀ) 
mtn  *m+n-1  m+n-1 

a i 
Smene 


所 以 RS 和 PQ 及 BD 交 于 点 从 
【 例 5.14】 如 图 5-15， 在 平行 四 边 形 ABCD IPHS E, LA E ME 
平行 四 边 形 两 边 的 平行 线段 FC f HI, k Al fl CF 交 ， 求 证 : 


图 5-15 
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证 明 设 DC=mDC, DH =n DÀ; 
D) =p Di + (1 -p)DÀ =p DÊ + pn DÀ + (1 -p) DÀ, 
DÌ =q DË + (1 -q)DC =q DÀ +qm DÈ + (1 - q) DË, 
Wp=gm+1-q, q=pn+1-p, pa =qm; 设 p=mk, q=nk, 所 以 
DÌ =p DÈ +q DÀ =k( m DÇ +n DÀ) =k(DÈ + DÄ) =k DË, 
所 以 D，E， J 三 点 共 线 . 
下 面 给 出 回路 法 证 明 . 
如 图 5-15, BD =u DA, DÈ =v HË, 则 有 
A) + J =AD + DÈ =u IC +v AF tu + +v JÈ; 
EBGA =u Tj + e A), Yu +v-1)Aj =u AJ, FRA 
(u+v-1)D}=(u+v-1)DÀ+(u+v-1)A}=(u+v-1)DÀ +u A 
=(u+v-1)DÀ +u(AB +BÌ) =w( DH + HÈ) = w DÈ, 
FAD, E, J 三 点 共 线 . 
【 例 5.15】 如 图 5-16， 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 于 点 0， 过 0 ff: 
直线 与 四 边 形 四 边 相 交 , 若 OE = OF ， 求 证 : OG = OH. 


图 5-16 


证 明 ” 先 将 题目 条 件 “ 三 个 三 点 共 线 ” 向 量化 表示 ， 得 到 一 些 约 
东 关 系 ， 然 后 化 简 即 可 得 到 答案 . 

设 0C=m 0À, OD =n OÈ, 00 =p 0Ë, OF = 4 0Ë, OË = (1 -r)0À + 
rOÈ, 


C, D, F 三 点 共 线 : 由 OF = FO 得 -OF 


oë + O05, W 
n 


(1 -r)n+mr+mn=0. 
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G, B, C ZARR: 


OG =p OÈ =p(1 -OR + pr OR =P -DO + pr O, 


yq-2U- _ x. 8£ 
所 以 1 a ami Minic 
A, D, 有 三 点 共 线 ; 


OH =q OÈ =4(1 -r)OÀ + ZOD, 
n 


AI -40 =r) =% ， 即 4= 


n m 


2 
(l-r)n+r 


(1 -r)n+mr+mn 


PHASE rner l-r+m 


得 p= -q, HEL OG =0H. 


w [0 


-r)n+r](1-r+mr) ` 


【 例 5.16】 如 图 5-17, (£ AABC h, ¿B tj ¿C 的 角 平 分 线 相 


等 , 求证: AB =AC. 


4 


图 5-17 


E eDi ani ,T= a CÀ +b CB 


证 明 BD= 


PENE cosB) 


(a+c)? 
即 


(a+b)? 1+eosC _ 


a+b 


a+b? 
2ab 


, HBD = CÈ 得 


2e (1 + cosC 


(a+b) ` 


_ _c[(a +b)? - e] 


b(a+e)? 1 +cosB 一 


„2t 


2ac 


bl(ate) - 1] ° 
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化 简 得 


(e-b) 


所 以 b=e, 即 4B=AC. 

等 腰 三 角形 两 底 角 的 角 平分 线 相等 ， 这 是 很 显然 的 事实 . 反之 ， 
则 不 太 容 易 证 明 . 此 问题 提出 后 ， 引 起 世界 各 地 很 多 数学 爱好 者 的 兴 
趣 ， 已 有 证 法 数 十 种 之 多 ， 常 见 的 思路 是 反 证 法 ， 大 多 数 证 法 都 来 得 
不 易 . 相 比 之 下 ， 向 量 证 法 显得 简单 自然 . 因为 向 量 法 表示 角 平 分 线 
较为 容易 ， 剩 下 的 就 是 计算 而 已 。 此 问题 被 一 些 资料 称 为 斯 坦 纳 - 雷 
米 欧 斯 定理 . 

【 例 5.17】 如 图 5-18， 在 四 边 形 ABCD 中 ， 对 角 线 交 于 点 O, 
AE//DC, DF//AB, 求证: EF// BC. 


图 5-18 


证 明 AË =m DÈ, DP = n AB, WEÔ = m OD, AÓ = m OG, 
OÈ =n AÒ, OD =n BÓ; 
BÈ=BÒ +0 = 0D +40 
nP tm 


= (mOD +n AÖ) = (EÓ +0P) = 
mn mn 


所 以 EF // BC. 
[55.18] 如 图 5-19, 已 知 两 直线 交 于 点 4 
线 , D, E, F ZAIR, #AE/BF, BD// CE, 求证 : AD//CF. 
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图 5-19 


证 明 设 08 =m OÀ, O 
OE = mn OÀ, OF = mn OD; C 
所 以 AD/CF. 

例 5.17 和 例 5.18 看 似 不 同 ， 但 解法 却 极其 相似 . 若 用 动态 几何 
软件 来 探究 ， 就 会 发 现 这 两 题 本 质 是 一 致 的 

下 面 给 出 几 个 高 考题 . 

[915.19] 如 图 5-20，OMHN4B， 点 己 在 由 射线 ON 、 线 段 0B 及 
AB 的 延长 线 围 成 的 区 域内 (不 含 边界 ) 23, HOP =x OÀ +y OB, 


WM E ; 当 * -时 ,的 取 值 范围 是 


n OB, WOF = m OË, OË = n OD, 
SÒ + OF = mn AÓ + mn OD = mn AD, 


图 5-20 


解 如 图 5-21， 延 长 40 # C, 使 得 0C= 广 40; 过 C 作 08 HP 


行 线 交 OM 于 D， 交 4B 于 EE 由 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ，OP HP 
行 四 边 形 的 对 角 线 ， 该 四 边 形 应 是 以 08 和 OA 的 反 向 延长 线 为 两 邻 


边 ， 所 以 x 的 取 值 范围 是 (- ,0); "=TM, 要 使 P 点 落 在 指 
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定 区 域内 ， 即 点 应 落 在 DE 上 ，CD = 二 08，CE= Š -0B, 所 以 y 的 


取 值 疮 围 尾 六， 了 |- 


图 5-21 


【 例 5.20】 如 图 5-22， 平 面 内 有 三 个 向 量 中 ，0 且 ，0C， 其 中 0 
与 8 的 夹 角 为 120"，079 与 0C 的 夹 角 为 30", HB |0À| = 108| = 1， 
1 了 | =2 2. 车 0C=A DÀ +p OB, WA +p 的 值 为 


A 


o 7 

图 5-22 
解 过 C 作 04 与 08 的 平行 线 与 它们 的 延长 线 相交 ， 可 得 平行 
四 边 形 , 由 上 人 BOC =90°, ¿A0C =30*，|10C1 = 2 2 得 平行 四 边 


形 的 边 长 为 2 和 4 后，A + 26.46, 6. 


【 例 5.21】 如 图 5-23， 设 点 0 是 A4BC 内 一 点 ， 则 
Sanoc Of +S, OB +S, 0C =0. 
证 明 


_AO 78 _AO DC š , AO BD—2: _ Saon Saacp i , Soson Saa qA 
map ADHD BO B AD PCI Sua Sus * Siqa Sans” 


AÓ 


Sa 


Sangh y 


“sq „Saon OROA) Su DC _ ON) 
Same ame SAuc Saase 


m. ASF 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


ri. 


FRUA S anoc OÀ + S seo OB +S, aa 0Ó =0. 
4 


B D € 
图 5-23 


此 题 详细 说 来 ， 已 经 
考试 中 ， 此 题 反 复出 现 ， 容 易 推 得 以 下 性 质 : 


重心 坐标 的 知识 了 . 近 几 年 来 ， 竞 赛 、 


(1) 点 0 在 A4BC 内 部 , H m 0À +n 0B +p 0C =0, WJ 


Same: Sacos Sans = mt n:p. 
(2) 车 点 0 为 重心 : 则 


aem =S aon» 


sind OÅ + sinB OB + sinC OC =0. 
(5) 车 点 0 为 非 直角 三 角形 垂 心 : 则 
tan4 OÅ + tanB OB + tanC OC =0. 
【 例 5.22】 如 图 5-24， # P Jy AABC 的 内 14 
边 长 为 a, b, e, O 为 平面 上 任意 


A 


m=n=p, OÀ +0B+0Č=0. 


或 写作 


0 为 外 心 : 则 sin24 DÅ + sin2B OB +sin2C O =0. 


点 4，B，C 所 对 


WJHOÀ, OB, OÒKRROP. 
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解 ” 对 于 此 问题 ， 如 果 对 定 比分 点 公式 的 几何 意义 掌握 较 好， 无 
需 计算 ， 直 接 就 能 写 出 答案 . 可 以 这 样 分 析 : 如 图 5-24， Ü P 在 角 平 
分 线 4D E, HB4 B AC 两 点 对 P 影 响 力 的 大 小 比 为 CD: BD =b: c, ll 
理 得 C 和 4 两 点 对 影响 力 的 大 小 比 为 c:a, 那么 OB = k(a OÀ + 
b0B +c 0C) ， 而 又 要 保证 ka+b+c) =1， 所 以 
1 = a OÀ +b OB +c OÈ 


a+b+c’ ws a+b+c 


从 以 上 例题 可 看 出 ， 如 果 好 好 运用 向 量 形式 的 定 比分 点 公式 ， 能 
解 不 少 难题 ， 但 不 少 中 学 老师 掌握 的 还 不 是 很 理想 . 下 面 这 道 题 及 原 
解法 抄 自 某 资料 . 

【 例 5.23】 如 图 5-25， 在 A4BC 中 , 已 知 D 是 48 边 上 一 点 , 车 
AD=2 DB, c= CÁ +A CÈ, RA. (2007 年 全 国 高 考试 题 ) 


r 


k= 


4 p B 
图 5-25 


原 解 D fE DE // CA % BC F s k: DF // BC ZAC FF, W 
BD _ BE 


CD= CE, CP, muaga BD T+ BC = 了 CA, CÈ = 


DATEC m= 
27 = 1 
3 CB, 则 A= 3: 
评论 ”此 题 根本 无 需 作 辅助 线 ， 甚 至 连 图 都 可 以 不 看 ， 掌 握 了 向 
量 形式 的 定 比 分 ,由 号 = 二 研 +A CB 即 可 得 1 = jeas 或 者 


用 回路 法 C 万 = CÀ + AD = CÀ +2 DB = CÀ +2 (DC + CR), 变形 得 60D = 


11,275 
Ë+ 3 CB. 
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第 6 = 
向 量 数量 积 


用 回路 法 配合 平面 向 基 基 本 定理 能 够 解决 的 问题 ， 属 于 仿 射 几何 
的 范围 ， 所 涉及 的 几何 量 ， 限 于 平行 或 共 线 的 线段 之 比 . 若 问题 涉及 
垂直 以 及 角度 的 大 小 ， 或 涉及 不 平行 的 线段 的 比值 ， 则 属于 度量 几何 
范围 ， 一 般 要 用 到 向 量 的 内 积 和 绝对 值 才 能 解决 

向 量 的 数量 积 常常 用 来 证 明 两 线 垂直 ， 这 是 大 家 熟悉 的 用 法 . 

数量 积 的 另 一 种 用 法 ， 是 用 某 个 向 量 a 点 乘 一 个 向 量 等 式 的 两 端 
把 和 a 垂直 的 向 量 消去 ， 达 到 简化 等 式 的 目的 . 例如 ， 用 垂直 于 8C 的 
向 量 a 点 乘 等 式 镶 + BÓ = 拒 的 两 端 ， 立 刻 得 到 等 式 e + AB =a + AÓ, 
这 种 手法 在 解决 较 复杂 的 几何 问题 时 常常 用 到 . 

向 量 数量 积 的 相关 性 质 ， 前 面 已 经 有 所 介绍 . 

我 们 现在 要 强调 其 几何 意义 : a b 等 于 a 的 长 度 与 5 在 a 方向 上 
的 投影 的 乘积 . 而 a .b=b .a， 所 以 a .5 又 可 以 等 于 : b 的 长 度 与 a 
在 5b 方向 上 的 投影 的 乘积 . 通俗 说 来 ， 就 是 a 与 五 ， 谁 往 谁 身上 靠 ， 
结果 都 一 样 ! 

一 些 资 料 都 指出 了 (a +b)’ =a +b +2a*b 暗藏 余弦 定理 ， 此 事 
值得 进一步 研究 . 在 实数 运算 中 ， 我 们 容易 构建 图 形 说 明 (a +b)’ = 
a +b +2ab. 在 向 量 运算 中 ， 如 何 构造 图 形 说 明 (a +b)? =a +b + 
2a…b 呢 ? 


é; 
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如 图 6-1， 以 A4BC 的 三 边 为 边 长 向 外 作 三 个 正方 形 * 三 高 的 延 
长 线 将 三 个 正方 形 分 为 六 个 矩形 , 由 a “5 = - a f9BÀ “BC = BA ` 
BL=BJ* BC, ED Ssrw = Sas =accosB, 同 理 
Suwa = Sow =abeosC， Suw = Sanr, = bccosÀ, 
则 
b° +è =2becosA +aceosB + abcosC =2becosA + a°. 
注意 到 J，C，4, 上 四 点 共 圆 ， 则 好 .BC = BÀ - BL = BJ - BC 等 
价 于 圆 吞 定理 . 所 以 说 ， 别 小 看 a* b =b* a， 不 是 简单 交换 顺序 那么 
简单 ， 中 间 值 得 研究 的 东西 多 着 呢 ! 


那 用 向 量 法 来 证 色 股 定理 ， 那 肯定 也 没 问 题 .下面 勾 股 定理 的 向 
量 法 证 明 ， 源 自 1985 年 法 国 国民 教育 部 数学 教育 委员 会 马 蒂 内 访 华 
讲演 . 

证 明 预备 知识 :由 一 个 角 的 两 边 的 任何 一 点 向 另 一 边 作 投影 ， 
其 压缩 的 比值 相同 . 

如 图 6-2, 已 知 BD 是 RIA4BC 斜 边 AC 上 的 高 . 在 ZL4 h, AB= 
aAC, AD =aAB, 则 4D = a AC. 在 LC 中 , CB =BC4，CD =BCB， 则 
CD =B'CA. 由 于 4C =4D+CD=az4C+ 订 C4， 因 此 o +8 = 1, 于 是 

AB + CB =AC (a? +B) =AC. 
张 莫 宙 先生 认为 此 证 法 “将 线段 投影 、 三 角 的 余弦 ， 以 及 未 来 的 


向 量 分 解 和 数量 积 等 知识 都 拧 在 一 起 ， 并 用 来 证 明 勾 股 定理 ， 在 思想 
上 更 简约 、 更 紧密 了 ”. 对 于 “多 知识 点 融 合 ”这 一 看 法 ,我 们 是 赞 
同 的 . 但 勾 股 定理 作为 平 而 几何 的 基石 ， 不 能 够 出 现 得 太 晚 ， 这 也 是 
以 前 的 教材 使 用 相似 三 角形 证 明 勾 股 定理 ， 而 现在 改 用 面积 法 证 明 的 
原因 . 


图 6-2 


我 们 来 看 看 中 国 古代 数学 名 著 《 九 章 算 术 》 中 关于 勾 股 定理 的 一 个 
几何 题 : 今 有 二 人 同 所 立 . 甲 行 率 七 ， 乙 行 率 三 . 乙 东 行 . 甲 南 行 十 步 
mA GAH RESLA. 问 甲乙 行 各 几何 ? 如 图 6-3， 假 设 二 人 的 初 
始 位 置 为 4， 后 来 会 合 位 置 为 B， 中 间 存 在 I + BÈ, MD 
BC = BÀ +AC. 将 等 式 两 边 进行 平方 得 到 余 再 运用 用 直角 这 -条 
件 ， 即 得 勾 股 定理 : BC = B4 +AC -2BA + ACcos Z BAC = AB° + BC. 


a 
B 


16-3 


这 种 证 明 思 路 是 极其 自然 的 . 既然 是 三 角形 ， 必 然 存在 闭合 回路 ; 
而 结论 牵涉 到 线段 平方 ， 所 以 将 等 式 两 边 平方 ， 得 到 的 本 是 一 般 三 角 
形 所 具有 的 余弦 定理 的 性 质 ， 再 加 上 直角 这 一 条 件 ， 可 得 勾 股 定理 . 
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证 明 过 程 将 已 知 条 件 都 用 了 一 遍 ， 且 只 用 了 一 遍 ， 没 有 作 任 何 辅助 图 
形 ， 应 该 是 比较 简单 的 了 . 

这 是 不 是 暗示 古代 数学 家 已 经 不 自觉 地 在 使 用 回路 呢 ” 有 观点 认 
为 :“ 勾 股 定理 的 出 现 ， 显 示 了 人 类 已 经 能 够 初步 地 掌握 方向 的 变化 . 
两 千 六 百 多 年 前 的 人 已 经 知道 ， 如 果 从 起 点 开始 向 东 走 四 步 ， 再 向 北 
走 三 步 ， 则 最 后 到 达 的 地 方 离 原 出 发 点 为 五 步 之 各 .也 就 是 说 人 们 已 
经 会 变换 方向 ， 而 不 再 是 单线 地 在 

勾 股 定理 的 证 法 虽说 有 400 多 种 ， PLEA AR AN REA 
不 多 . 而 对 于 勾 股 定理 的 逆 定 理 ， 证 法 就 没 那 么 多 了 .对 勾 股 定理 首 
定理 的 经 典 证 明 ， 是 在 原 三 角形 外 ， 另 外 构造 一 个 两 直角 边 与 原 三 
形 相等 的 直角 三 角形 ， 然 后 通过 三 角形 全 等 ， 说 明 原 三 角形 是 直角 三 
角形 . 一 些 老师 认为 此 构造 法 学 生 难以 想到 ， 于 是 纷纷 进行 再 创造 ， 
结果 也 不 是 很 理想 .但 如 果 采 用 向 量 法 ， 其 证 明 是 显然 的 . 

【 例 6.1】 如 图 6-4，AABC P, ABLBC, BD LAC, 求证; AB = 
AD*AC, CB =CD* CA, BD = DA * DC，( 直角 三 角形 中 射影 定理 ) 

n 
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证 明 AB + AC=AD + AC; AB - AC =AB - (AB + BC) =AB°, 所 以 
AB? =AD * AC. 同 理 CB = CD + CA; BD = (BÀ +AD) - (B +CD) = 
DA * DC. 

[86.2] 如 图 6-5，A4BC H, AB 1 BC, AD = DC， 求 证 : 
BD=DA=DC. (直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 ) 

证 明 BÀ- BC = (BÚ + DÀ) . (BD - DÀ) = BD? - DA? =0, 所 以 
BD = DA = DC. 
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图 6-5 


【 例 6.3】 如 图 6-6， 设 直线 1 与 A4BC 的 边 AB 成 a 角 ， 问 
AABC 的 各 角 与 边 及 a 之 间 有 何 关系 ? 


图 6-6 
解 设 e 是 1 上 的 一 个 单位 向 量 . BAB, BC + CÀ =0, HAB -e 
+BC .e+CA.e=0, EJ ccosa +acos(m -a - B) +bcos(n -A +a) =0, 
化 简 得 acos(a + B) + jcos(4 -a) = ccosa. 
当 @=0 时 ，acosB +beos4 =c， 此 即 一 般 三 角形 中 的 射影 定理 ; 
当 @=90° 时 ， — = 吉 万， 此 即 正弦 定理 . 
【 例 6.4】 求证 : 
cosg + cos 0 +2) + cos( 0 +47) + +» + cos[ 0 + 
A ” 作 一 个 边 长 为 1 的 正 n LAE AAA WEAR SA A 
夹 角 为 9, A, A "=, A, 在 该 直线 上 的 射影 为 BL，B,，…，B,， 则 
HAA, +AA; + +AA, =0 49 
(A,B; +B,B;, + B,A;) + (A,B, + B,B, +B,A,) ++ 
+ (A,B. +BB, +B,A,) =0, 


2(n-1)m]_ 
UO 
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根据 平面 向 量 基本 定理 可 得 加 民 + 忆 B+… +BB, =0. 所 以 
2 Dz] 
> 


cos9+ cos 0 +22) +eos(0 +2) + +cos[0+ 
=BB +B,B, +--- +BB; =0. 
【 例 6.5】 求证 直径 所 对 的 圆周 角 是 直角 - 
证 明 ”如 图 6-7, 已 知 0 为 圆心 ,48 为 直径 ， 则 
PÀ - PÈ = (PÒ + 0À) - (PÓ + 0B) 
=0P -08° =0, 
WPA 1 PÈ. 


图 6-7 


【 例 6.6】 MRE: 过 任意 点 尸 向 圆 0 引 两 条 直线 ， 分 别 与 贺 

交 于 4 和 8B( 可 重合 ， 即 切线 ) 与 C 和 D, 则 
PA*PB=PC*PD=|PO -R° |. 

Jü, MRE: 平面 上 任意 一 点 对 于 圆 的 宕 为 这 个 点 到 圆心 的 距 
离 与 圆 的 半径 的 平方 差 的 绝对 值 ， 即 |PO: - 0C:|. 点 在 圆 内 ， 宕 为 负 
数 ; 圆 外 的 点 的 后 为 正 数 ， 圆 上 的 点 的 告 为 零 . 圆 等 定理 是 相交 弦 定 
理 、 切 割 线 定理 及 割 线 定理 的 统称 . 

证 法 1 PÈ- PÈ = (PÒ +0Ċ) - (PÓ +0B) = (PÓ +0Ó) - (PÓ - 
OÈ) =PO - 02 , 

如 图 6-8, PÈ . PÈ = PC + PB + cos Z CPA = PA + PB; 

如 图 6-9, PC - PÈ = PC + PB + cos Z CPB = — PA + PB; 
所 以 PA * PB = |PO -0C |. 
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图 6-8 
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P 向 圆 0 引 两 条 直线 ， 与 圆 交 于 4 M B, 


<, 


证 法 2 如 图 6-10， 
C 是 48 的 中 点 ， 则 


图 6-10 
PÀ - PÈ = (PÈ + CÀ) - (PË + CB) 
=PC -C4 =0P -R, 
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所 以 
PA * PB = | pO? -0C |. 
[016.7] 如 图 6-11， 设 非 零 向 量 0 
W, P 是 线段 AB 的 垂直 平分 线 1 上 的 如 
la|=3, |b|=2, Rp - (a-b). 


OD =b, EYT AOB 
设 非 零 向 量 08 = p, 


B o 


图 6-11 


证 法 1 设 A(acosa, asina), B(bcos8, bsing), P(x, y), M 
PA=PB 得 


(ae 


=x) + (asina -y) = /(bceos8 — x)! + (bsing — y)”, 
即 


axcosa - bxcosg + aysina — bysing = 


所 以 
p- (a-b) = (x,y) * (acosa -bcosB,asina -jsinB) 
= axcosa — bxcosB + aysina — bysing = = > 
证 法 2 如 图 6-12, uk O Rl P fE BA 上 的 投影 是 C 和 刀 , W| 
OP - (OÀ - OB) = CÚ - (CÀ - CB) 
sHC, (C6) 
_04 -OB 
Ky : 


nja 
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图 6-12 


分 析 : emici 
OB5， 则 可 以 得 出 证 法 3. 

证 法 3 如 图 6-12， 

OP. (OÀ - OÈ) = (OD + 

„OÀ + 0B £ 
2 q 9; 

由 三 种 证 法 对 比 可 知 ,“ 设 0 =a” 并 不 能 使 解 题 变 得 简单 ， 反 而 
让 人 看 不 到 图 形 之 间 的 几何 关系 . 

【 例 6.8】 设 4(o，1) ，B8(2，6) ，C(4，5) 为 坐标 平面 上 
O 为 坐标 原点 ， 车 天 与 8 在 0C 方 向 上 的 投影 相同 ， 则 a 与 5 满足 的 
关系 式 为 

解 由 O04 与 08 在 0C 方 向 上 的 投影 相同 可 得 0 - OC = OB - OC, 
即 (a,1) + (4,5) =(2,b) + (4,5), 14a -5b =3. 

[046.9] 在 A04B 中 ，0 为 坐标 原点 ，4(1，ceosg) B(sin0, 


1)，9ge [0， 引 ,， 则 AO48 的 面积 取得 最 大 值 时 ,= 


解法 1 [OÀ]? IORI =(1 +cos*0)(1 +sin?0) ,(OÀ + O08): = (sing + 


cos0)?, 
V 041 TORI- OÀ TB 


- (CÀ - TÈ) 


=0ĎD - (OÀ - 0B) 


- (OÀ - 0È) 


要 -号 


- (OÀ - 0B) 


$, = Dabsin Z A0B => 
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当 9= 了 时 ， 面 积 最 大 
解法 2 如 图 6-13， 


图 6-13 


ng -二 cosg -六 (1 -cosb)(1 — sind) = 


当 0= 卫 时 ， 面 积 最 大 . 
【 例 6.10】 如 图 6-14, 在 RtA4BC H, 已 知 BC =a， 若 长 为 20 
的 线段 PQ 以 点 4 为 中 点 ， 问 PO 与 BC 的 夹 角 6 取 何 值 时 ， BË - COH 


值 最 大 ? 并 求 出 这 个 最 大 值 . 
c o 


W 6-14 
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解法 1 
BP - CQ = (AP - AB) - (AQ - AG) 


= - +Ó “BC= -a +a eos0, 


当 eos =1， 即 9=0 时 ， 有 1 .CO 取得 最 大 值 0. 
解法 2 如 图 6-15 建立 直角 坐标 系 , WAO, 0), BCe, 0), CO, 


b), P(x, y), Q(-x, -y), BB=(x-e, y), CO=(-x, -y-b), 


. ~2y). 


BP - C = (x =c) (~x) +y(-y-b) 


= - (x° +y’) +x -by = -a +a cos0. 
当 cos0 =1， 即 9=0 时， 到 .CO 取得 最 大 值 0. 
【 例 6. 11】 求证 对 角 线 相等 的 平行 四 边 形 是 矩 
四 边 形 ABCD 中 ，4C = BD， 则 四 边 形 ABCD 是 和 矩形. 
证 明 IHAC=BD (AB +AD)? = (AB - AD). 化 简 得 本 - AD = 
0, AB LAD. 
【 例 6. 12】 AUE, MRBS, IRRA, i 
样 的 四 边 形 叫做 第 形 . 求证 第 形 的 对 角 线 互相 垂直 . 即 如 图 6-16, 已 


2, HD; 已 知 平行 
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知 四 边 形 ABCD 中 ，4D =4B，CD = CB， 求证: AC 1 BD. 


p 


图 6-16 
证 明 由 DC = BC: (g (DÀ +AÓ)' = (BÀ + AG), 化 简 得 到 
AC=0, AC LBD. 
如 图 6-17, 在 A4BC 中 ，BC: + C4 =5AB°, WEW: 89 


【 例 6.13】 
BC 和 CA 边 上 的 中 线 AD 与 BE 相互 垂直 . 


4 


D 


图 6-17 
证 明 
AD - BÉ = (AB + AÓ) - (BÀ + BÓ) 
1 AB +BC -AC AB +C -BC BB +AG -AB 
= [- ag -tA + -BC BB +AC 


所 以 4DLBE. 
【 例 6.14】 如 图 6-18， 在 四 边 形 ABCD th, E fl F J DC 和 CB 
上 的 点 ，4B = 4D，DF 上 4E，4B 1 BC，4D 1 DC. 求证 : AF L BE. 


(1995 年 俄罗斯 联邦 区 域 竞赛 试题 ) 
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证 明 
AF - BÈ = (AD + DF) - (BÀ + AÈ) 
D + BÀ +AD + DF - BÀ 
=AB - (DÀ +AB + FD) =AB - FÈ =0, 


所 以 AF L BE. 
【 例 6.15】 如 图 6-19， 正 三 角形 ABC dh, D, E ME AB, BC 
上 的 一 个 三 等 分 点 ， 且 AE 和 CD 交 于 点 ,求证 ; BP (DC. 


a 


图 6-19 
证 明 设 正三 角形 边 长 为 4， 太 = 顾 + 且 =3( 态 + 本 ) - 3 (CP + 


PÈ) = AP + pÉ, WAP =3 4P- 3 PË, MAP = 3 PÈ. 
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BP - DÈ = (BÀ +AP) - (DB + BÓ) 
i a ey 
=[B4+ 3 (AB + BË) ] . [3 AB + B) 
=I (Bë -4 AB) - (2 AB +3 BÉ) 
=A (2a'eos120° +34? —8a? - 12a`eos120°) =0. 


【 例 6.16】 如 图 6-20，BD 和 CE 是 A4BC 的 两 条 高 ， 分 别 在 BD 
和 CE 的 延长 线 上 取 点 F fü 6( 或 者 两 者 都 在 反 向 延长 线 上 取 点 ) ， 使 


得 BF=4C，CG =4B， 求证: AF LAG. 
4 


a r: 
图 6-20 
证 明 
AF AC= (AB + BP) - (AG + CÓ) 
=ABD. AC + BF - CG =0, 
所 以 AF LAG. 


【 例 6.17】 如 图 6-21，A4BC 应 满足 什么 条 件 ， 才 使 得 4 的 角 
平分 线 和 从 妃 引 出 的 中 线 互相 垂直 . 
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证 明 HAD - BÈ =AD - (BÀ + AÈ) =AD - BÀ +AD - AÈ =0, 得 


AD - AB =AD - AÈ, BJ 
AD + ABcos £ BAD = AD * AEcos £ EAD, 


所 以 4B =AE= AC. 


【 例 6.18】 如 图 6-22, D J AABC 边 AC 上 一 点 ， 且 4D: DC = 
2:1, ZACB=45°, ¿ADB =60*， 作 ABCD 的 外 接 圆 ， 圆 心 为 0， 习 


: AB J O0 的 切线 . 


图 6-22 


证 明 由 4CB=45"，440B=60" 得 BOC=120"，4BOD=90"; 

OÀ = OË + CÀ = OC +3 CD = OC +3(0D - 0È) =3 OD -2 OÈ, 

AB = OB - OÀ = OB -3 OD +2 OG, 

AB - OB = (OB -3 OD +2 OC) . OB = OÈ’ +2 OBP cos £ 120° = 
FFL AB L 0B AB R: OO 的 切线 . 

[816.19] WP 6-23, AABC 中 ,AC 1 CB,CD 为 角 平 分 线 ,DE 
BC,DF LAC,AE 交 BF F G R 

证 明 

=m + (1 -m)CÈ =m SECA + (1 -m)CB 
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SER 


mBC+ Be + O -m)CB, 


CE=nCE+ (1 -n) CÀ 


=. aiso -moi= nD (1 -n) Cá 


TÈ +(1-n)CÀ, 


= 


wu 80 AQ. y -BC(BC +AC) 
所 以 严 了 HG=1- n ge AG =l m Wibm= Cac (BC+ACY` 
—.2_I, BC 
CÈ -AB =|m ae, perac +C -m) CB) + (AC + CÈ) = 
所 以 CCL48. 


【 例 6.20】 如 图 6-24， 在 正方 形 4BCD 和 CGEF 中 ， 点 M 是 线段 
AE 的 中 点 ， 连 接 MD 和 MF， 试 探究 线段 MD 与 MF 的 关系 
4 D 
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证 明 
= loa. SE 


DM= (DA +DE) = (DÀ +DÈ + FÈ), 


1 

$ 
所 = 了 (A +FÈ) = (FÚ +DÀ +FÈ), 
以 DM 和 FM 为 边 构 造 平行 四 边 形 ， 则 7 内 + 5 由 和 7 为 平行 
HMR, 


(FM + DM) + DÈ =} (FD + DÀ + FÈ + DÀ + DÈ + FÈ) -DF 


形 的 


= (DÀ + FÈ) - (DÈ + CP) 
=CÈ - CÈ -CÈ - CD =0, 
AFITE 9836. 又 由 于 


DM. PM = (DÀ + DF + FÈ) ` (FÒ + DÀ + FÈ) 


= TOD + FE +2 DA. FÈ - DP) =0, 
则 该 环形 为 正方 形 ， 所 以 DM = FM B. DM 1 FM. 
注意 : MF 和 MD 既 垂 直 又 相等 ， 是 否 可 将 MD 看 作 MF 旋转 90° 
得 到 呢 . 另 证 : 
FM =} (FÀ + FÈ) =} (FÈ + CD + DÀ + FD, 
aa ` ` 


PM. i = (FË + CD + DÀ + FË) + 


a 
2 
= (FÈ + DÀ + DÊ + CP) =DM, 
所 以 DM = FM H. DM 1 FM. 
此 方法 利用 了 向 量 旋转 ， 减 少 了 很 多 运算 . 更 多 相关 案例 ， 参 看 
第 8 章 复 数 . 
【 例 6.21】 如 图 6-25， 分别 以 A4BC 的 两 边 AB 和 AC 向 外 作 两 
个 正方 形 ，41 为 BC 边 上 的 高 ， 延 长 而 交 DG FI, 3RüE DI = IG. 反 
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Z, 车 点 1 为 DC 中 点 , EK IA X BC T H, 求证 4H1 BC; 


图 6-25 


证 明 ALB, WAI- BC =O, 而 
(AD +A) +- (BÀ +A) =AD - AC +AĠ - BÀ =0, 

HAD +AG = Al, Xl FAD, AG, Atte, B D, G, /三 点 共 
R, 所 以 :=2， 即 D1 =1C. 

车 D1=16, W 2A} - BÈ = (AD + AG) - (BÀ + AC) = AD) - AC + 
AG. BÀ =0, BrDLAH 1 BC. 

【 例 6.22】 如 图 6-26， 已 知 四 边 形 48CD 中 4D = BC, E fl F 4 
JIJE AB 和 CD 的 中 点 , Uk AD tj EF ZF G, BC 与 EF ZF H. 求证 ， 
Z AGE = LBHE. 
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证 明 (H2 EP = AD +B 2 EP - AD = AD' + BÉ - AD, 2 EP + 
Bë = BC +AD - BÓ, ih AD = BC (8EP - AD = EP - BÓ, 即 
[EÈ | IAD |eos Z AGE = |EF||BC |eos ¿ BHE, 
所 以 ZAGE = £ BHE. 
综合 几何 解 题 思路 : 如 图 6-27， 连 接 BD, fra l, ETRE EM FI, 
BE Z AGE = LIEF = Z IFE = £ BHE. 添加 辅助 线 不 是 很 容易 想到 . 


此 题 更 一 般 的 形式 ， 如 图 6-26， 已 知 四 边 形 ABCD 中 , E 和 下 分 


别 是 48 和 CD 上 的 点 ， SD -AE DE 


ZEF H. 求证 : ¿AGE = ¿BHE. 
【 例 6.23】 如 图 6-28， 在 等 边 AABC th, AD = BE = CF, AE, 
BF, CD 相交 得 到 H，1，G， 求 证 :A HIG 是 等 边 三 角形 . 
4 


, BAD $j EF ZF G, BC 与 EF 
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证 明 证明 三 角形 为 等 边 三 角形 ， 可 证 三 边 相 等 或 证 三 个 角 都 为 
60°. 此 题 中 证 三 边 相 等 ， 则 会 牵涉 较 多 的 线段 交点 ， 运 算 较 繁 ; 证 三 
个 角 为 60° 则 简单 一 些 . 

设 BC=1, BE=k, BF=BC+CF=BC+kC, 
DÈ=DÅ +AĊ =k BÀ +AC, 
2 
所 以 ZHIG= LCIF =60°; 同 理 可 证 LGHI = LHGI=60*， 所 以 AHMG 

是 等 边 三 角形 . 

【 例 6.24】 平面 上 四 点 4，B，C, D W (AB - BÈ) - (AD - 
CD) =0, 3R AABC 的 形状 . 

解法 1 (AB - BÓ) . (AD -CD)=0, WAŻ -BĊ) - AC =0, W 
AB . AC = BÈ - AC, EJ ABcosA = BCcosC, l sinCcosA = sindcosC, F 
是 sin(4-C) =0， 所 以 A4BC 是 等 腰 三 角形 . 

解法 2 (AB -BĊ) (AD-CD)=0, BM(AB- BC) - AC =0, MJ 
(AB - BÉ) - (AB + BC) =0, BD AB -BC =0， 所 以 AABC 是 等 腰 三 
角形 . 

先 利用 回路 ， 消 去 与 A4BC 无 关 的 点 D; 再 利用 回路 消去 向 量 符 
号 ， 得 到 边 长 之 间 的 关系 . 解法 2 显然 比 解法 1 过 程 简单 ， 而 且 少 用 
一 次 三 角 公式 . 

从 解答 过 程 中 ,我 们 看 到 4，B，C，D 完全 可 以 不 在 一 个 平面 . 

解法 3 设 4C h#g M, (AB - BC) - (AD - CD) =0, W- (BÀ 
+B) -AĊ=0, W -BM - AC =0, 说 明 BM 既是 中 线 又 是 高 ， 所 以 
AABC 是 等 腰 三 角形 . 

【 例 6.25】 求证 A4BC 为 正三 角形 的 充 要 条 件 是 

AB - BÓ = BÓ - CÀ = CÀ - AB. 

充分 性 . 

证 法 1 IHAB - BÈ = BÓ - CÀ = CÀ - ABîYAB - B + BÒ - CÀ = 
2CÀ . AB, BC =2 AÓ - AB, WAR =2 CB - CÀ, AČ =2 BÀ - BÓ, 
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所 以 4B = BC = CA. 

证 法 2 AB. BÉ =R. CÁ, 即 BC - (AB +AC) =0， 设 BC 中 点 为 
D, 则 BC . 240) =0, 所 以 BCL4D，4B =4C. 同 理 可 证 BA = BC. 

证 法 3 AB -BĊ=BĊ CÀ, BDBÓ - (AÈ +A) =0, BHD(AC - AB) + 
(AB +AČ) =0, WAC -AB =0, BrDLAB=AC. 同 理 可 证 BA = BC. 

必要 性 . 由 AB = BC = CA 得 BC = 2CA * ABcos60°, WBC = 
24 . AB, FIAR =2 CB - CÁ, AG =2 BÀ - BC, FRVIJAB - BÒ = 
BÈ - CÀ = CÀ : AÈ. 

基于 此 题 ， 我 们 可 以 类 比 . 

【 例 6.26】 在 四 边 形 ABCD dh, #AB - BË = BÈ - CÒ = CÚ + 
DÀ =DÀ - AB, YE 01336 ABCD 的 形状 . 

HAES MAB - BÓ = BÓ - CD0MAB - CD) - BC =0, FAB - 
CD L BÉ, WAB - C) 1 DÀ; TJEBC / DÀ, FISAR / CÚ. 所 以 四 边 
JÉ ABCD EFH 43936, TJEAB - CD =2 AB, JAB 1 BC, MUP 
四 边 形 ABCD 是 矩形 . 

巧 证 BAB- BC = BC - CD= CD. DÀ = DÀ -AB =k, #k>0, WJ 
四 边 形 ABCD 四 个 内 角 都 是 钝 角 ， 内 角 和 大 于 360*; 若 上 <0， 则 四 边 形 
ABCD 四 个 内 角 都 是 锐角 ， 内 角 和 小 于 360"; 这 都 不 可 能 ， 所 以 k=0. 

【 例 6.27】 如 图 6-29，L4FE = ZACB, AAEF 和 AABC 的 面积 
相等 ，EC LAB, FB LAE. 求证 : AB = AE. 

E 
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证 明 
AÈ - FÈ = (AF + FB) - (所 + 和 +CB) 
= -AP +AP - AC + AP - CB + FÈ -FÀ 
+FÈ - AC + FÈ - CB, 
AB - CÈ = (AC + CB) - (CÀ +AF + FË) 
AG +AC - AF +AC + FE 
+CB - CÀ + CÈ - AF + CB - FÈ, 
从 而 本 - FB - AB - CË = AC -AF° + FÈ + FÀ - CÈ - CÀ = AG -AF° = 
0, 所 以 4C =4F，CB = FE; AB* =4C + CB° -2AC * CB * cos /ACB, 
=AF° + FE —2AF * FE * cos Z AFE, Pl AB = AE. 
[5 6.28] 如 图 6-30， 四 面体 ABCD dh, ¿BAC = ¿ACD, 
ZABD = LBDC， 求证: AB = CD. 


图 6-30 


证 明 由 4B4C= ¿ACD N cos¿BAC=cosZACD, BJ 


AB CD) 二 
(35 so] 20 
wama AD. CD. BD =o; menma D) . (Aé - BD) =o, 
AB CD _ z E0 AB - CÒ 
即 (5+ GD) ， (AB - CD) =0, WAB - CD + Or NM 
p =0, WAŠ = - CD, 


亦 即 (三 - CB) (1 +AB= CD 
此 时 ABCD 四 点 共 面 ， 与 题 意 矛盾 ; ee AB=CD. 

向 量 法 处 理 线段 和 问题 较为 困难 ， 但 也 并 不 是 不 可 能 ， 如 下 例 . 

【 例 6.29】 如 图 6-31， 已 知 正方 形 48CD 中 ,为 BC 上 任 一 点 ， 
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LEAD 的 平分 线 交 DC F F. 求证 : BE + DF =AE. 


D F g 


E 


图 6-31 
证 明 IHAE = AB + BP(JAE - AF = AB - AF + BË + AF, 令 CD4F= 
LFAE =0, HJ AE + AFeos0 = AB + AFcos( 2 -0) + BE + AFcos9， 化 简 


得 BE + DF = AE. 
[86.30] 如 图 6-32, 设 点 0 在 A4BC 内 部 ， 且 有 04 +2 08 + 
30C =0, R AABC 和 A40C 面积 之 比 . (2004 年 希望 杯 竞赛 训练 题 ) 


4 


` 


图 6-32 


解 设 e 为 4C 的 单位 法 向 量 ， 作 BD LAC, OE LAC, 
BD =AB - e= (40 +0B) -e = (40 +4023 C0) . e 
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所 以 A4BC 面积 是 A40C 面积 的 三 倍 . 
【 例 6.31】 如 图 6-33， 亚 为 A4BC 中 位 线 上 一 点 ，BF 交 AC 于 G, 


CF 交角 于 从 求证 4 + 和 =1，(1985 年 齐齐哈尔 、 大 庆 市 竞赛 三 ) 


图 6-33 


证 法 1 设 8C 的 单位 法 向 量 为 e，， 则 
AG „AG. 


AG 4H DF EE 


GC t HB ` DE ED” 


证 法 2 
=k” 4 —__ AB— -2 
2AF=mAB+(1 一 严 )4C =m AH +O -m)AC 


=mAB+ (1 -m) CAG, 


所 以 
m At (=m) =2,m+(1-m)4C=2, 
ano AC j u pu dG AN. 
解 得 jp=m, GE=1-m, MA getag"! 


证 法 3 直接 用 回路 法 ， 注 意 到 (1 -m)HÀ=2m DB, WA 
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(1 -m)(HF +FË) = (1 - m) (HÀ +AÈ) =2m DH + (1 -m)EC 
=2m(DP + FË) + (1 -m) (EF +FĊ), 
ERINI - m) FÉ =2m DË + (1 — m) EP, 即 (1 -m)FÈ = 
mDF, FIAC -n) DÉ =n FÈ, MWC -m)(1-n)=mn, B m + 
n=l. 
证 法 4 用 面积 法 较 简单: 


AG AH _ Same Saser _ Sasu _ 
CC YED Bar Sane Sac 


高 考 对 向 量 数量 积 考察 较 多 ， 但 难度 不 大 ， 举 数 例 说 明 ( 例 6-32 ~ 
6-35). 

[46.32] 已 知 向 量 a = (cosa, sina), b = (cos8, sing), H 
asb, JZ a+b% a-b 的 夹 角 大 小 是 

解 


cos(a +b,a-b) = (st) (0-b). EE 


las+b|la-b| “la+blla-b]7 
所 以 (a+b, a-b) =90° 

其 实 此 题 根本 无 需 动 笔 ,a+b 和 a -5b 是 以 a 和 为 邻 边 的 平行 
四 边 形 的 两 对 角 线 ， 由 于 |a| = |5| ， 平 行 四 边 形 是 菱形 ， 对 角 线 互相 
Tt. 

[816.33] 若 向 量 a 与 5 不 共 线 , a bz0, B e=a- [4 19). 
则 向 量 a 与 的 夹 角 为 


解 ca=a*a- b-a=a -a =0， 所 以 夹 角 为 90°。 


【 例 6.34】 P 是 A4BC 所 在 平面 上 一 点 , 车 PA * PË = PB .PC = 
PÈ. PÀ, 则 P 是 A4BC 的 (  ). 

A dhò B Kò C HO D 垂 心 

解 由 Pi. PÈ =PÈ - PC 得 Ci - PÈ = (PÀ - PÈ) - PÅ =0, CAL 
PB; 同 理 可 证 CB L PA, BA 上 PC， 所 以 点 尸 是 A4BC 的 垂 心 . 

【 例 6.35】 已 知 向 量 a 关 e，|e| = 1, 对 任意 +e R, Hiti 
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la-wel=la-el, 则 ( ). 
Aale B. al(a-e) 
C.el(a-e) D. (a+e)l(a-e) 


解 mla-iel|>la-eliẸ$ t -2e .at+2e .a-e >0; 因为 该 不 
等 式 对 任意 +e R 恒 成 立 , W A=4(e*a)* -8e .a+4e <0， 即 
(e-a-1) <0. 于 是 ee-e =0,e:(a-e)=0, 所 以 el (a-e). 

另 解 ” 此 题 实质 是 考察 “点 到 直线 的 距离 以 垂 线段 最 短 ”” 如 
图 6-34，CALCB, P 为 BC 上 任意 一 点 , BP=te, AP = |a-te|, AP 
始终 大 于 AC. 


= 
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向 量 坐标 证 垂直 


向 量 法 与 解析 法 的 联系 和 区 别 ， 前 面 已 经 有 所 论述 . 向 量 回路 法 
是 向 量 法 解 题 的 根本 ， 但 向 量 法 并 不 排斥 与 其 他 方法 合作 ， 璧 如 向 量 
法 与 坐标 法 合作 ， 就 会 产生 向 量 坐标 法 ， 大 家 可 以 通过 后 面 的 例题 分 
析 ， 比 较 它 与 一 般 坐标 法 的 异同 

在 几何 中 ， 垂 直 是 一 种 特殊 的 位 置 关 系 . 很 多 几何 题 都 涉及 垂直 
的 证 明 ， 沈 文选 先生 对 此 作 了 较为 详细 的 总 结 ， 认 为 可 由 从 角 、 线 
形 等 多 方面 考虑 . 这 其 中 需要 牵涉 到 很 多 的 几何 知识 N it ET 
H, 思路 简单 ， 无 需 灵光 一 现 的 顿悟 ， 只 需 按部就班 操作 ; 无 需 用 到 
繁杂 的 几何 性 质 ， 只 需 用 到 向 量 回路 和 点 乘 的 基本 知识 . 

本 章 将 以 垂直 问题 为 例 ， 给 出 向 量 回路 证 法 ， 以 及 向 量 转 成 的 坐 
标 解法 - 

- 些 资料 上 介绍 的 坐标 法 常会 碰 到 计算 烦琐 的 麻烦 . 其 实 ， 不 少 
问题 是 可 以 采取 设 而 不 求 的 思想 ， 列 式 相 消 ， 不 在 中 间作 不 必要 停 
留 ， 直 奔 结 果 而 去 . 对 坐标 法 感 兴趣 或 是 有 疑问 的 读者 ， 应 该 是 能 从 
本 章 给 出 的 坐标 解法 有 所 获取 . 

向 量 坐标 还 是 有 一 般 坐 标 没有 的 好 处 : 形式 上 要 好 一 些 , 便于 计 
算 . 譬如 证 垂直 ， 一 般 坐标 法 写作 两 直线 斜率 之 积 为 -1， 式 子 左边 会 
出 现 分 式 ， 右 边 是 -1; 而 向 量 坐 标 化 ， 左 边 是 关于 x A y 的 一 般 线性 
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方程 形式 ， 右 边 是 0. 另外 ， 向 量 坐标 避 开 了 斜率 不 存在 的 情形 . 
向 量 证 垂直 ， 最 经 典 的 案例 就 是 证 明 垂 心 定理 . 我 们 就 将 此 题 详 


细 分 析 ， 比 较 向 量 回路 法 和 向 量 坐标 法 . 
【 例 7.1】 如 图 7-1，A4BC 中 , ADLBC, BELAC, AD 交 BE 于 


求证: CF LAB. 
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图 7-1 


证 法 1 ih BFLAC {YBP - (AF + FC) =0; ih AF 1 BC (BAP + 
(BF +FĊ) =0， 两 式 相 减 得 BA - FC =0， 所 以 CF LAB. 

证 法 2 

CÈ - AB = CP - (AC+ CB) = (CB + BP) AC+ (CÀ +AF) + CÈ 

=CB - AÇ + CÀ - CÈ =0, BUL CF LAB. 

证 法 3 CP. AB= CP. (AC + CB) = -CE +CA+CD*CB=0, 所 
DL CF LAB. 

证 法 4 设 4(0, a), B(-1, 0), Cle, 0), D(0, 0), F(0, f), 
M BE LAC fJ BF LAC, WBF - AC =0, WO f) + (e, -a) =0, He- 
qf =0( 注 : 到 此 所 有 条 件 已 经 用 了 一 遍 )， 而 需要 求证 的 CF LAB, HH 
CP -AB =0, W(-c,f) .(-1,-a) =0, 即 c-ofr=0. 命题 得 证 . 

比较 这 4 种 证 法 ， 证 法 4 建立 坐标 系 时 ， 利 用 了 一 个 垂直 条 件 ， 
使 得 剩 下 的 垂直 条 件 和 要 证 明 的 垂直 结论 是 等 价 的 .写法 上 吸取 了 向 
量 的 优势 ， 比 较 简练 . 证 法 1 属于 综合 法 ， 是 较 常见 的 证 法 ， 先 将 条 
件 用 一 次 ， 然 后 将 所 得 式 子 向 求证 式 子 靠拢 . 证 法 2、 证 法 3 和 证 法 1 
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相 比 ， 显 得 目标 更 明确 一 些 . 证 法 2 只 用 到 向 量 回路 , 但 回路 选取 上 
有 一 定 技巧 ; 证 法 3 HANER, 写法 上 显得 简练. 

判断 一 个 解法 是 否 好 ， 其 中 一 个 评价 标准 就 是 能 否 广泛 应 用 于 同 
一 类 型 的 题目 以 及 变 式 . 由 于 本 题 难度 不 大 ， 四 种 解法 看 起 来 差不多 
.我们 尝试 来 解 本 题 的 两 个 推广 形式 .看 看 哪 种 解法 的 可 移植 性 更 强 ! 

推广 1 如 图 7-1 四 边 体 4BCF 中 , ADLBC, BELAC, AD 交 BE 
FF, RIE: CF14B. 

题目 条 件 虽 然 已 经 从 平面 换 到 空间 ， 但 还 是 可 以 一 字 不 改 照搬 证 
法 1 和 证 法 2. 从 这 可 以 看 出 向 量 法 解 题 有 利于 从 平面 到 空间 的 推广 . 
证 法 4 则 需要 重新 建立 坐标 系 - 

推广 2 如 图 7-2， 设 4BCD 为 矩形 ， 点 5 为 平面 上 一 点 ， 连 接 

106 AE flBE, 作 GFL4E，DCLBE，CF 和 DG 交 于 点 及 求证 ，EH L 

AB. (1991 年 第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 竞赛 试题 ) 


回路 证 法 
Eñ. AB =EH - (AÈ + EB) 
= -EF + EA + EG + EB =0. 

最 后 一 步 用 到 ABGF 四 点 共 圆 ， 而 这 可 以 由 ABCD 四 点 共 圆 和 
4BCF 四 点 共 贺 及 ABGD 四 点 共 圆 得 到 . 

坐标 证 法 ”如 图 7-3， 建 立 坐 标 系 , 设 E 在 DC 的 射影 为 0, 设 0 
(0, 0), A(a, b), B(1, b), C(1, 0), D(a, 0), E(O, e), H(x, 
人 )， 需 求证 x=0. 
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th CF LAE 44CH - AÈ =0, W(x -1,y) + (-a,e-b) =0, 亦 即 
-a(x -1) +y(e-b) =0. 

M DG L BE MDH - BÈ=0, W(x-a,y) + (-1,e-b) =0, JKU 
- (x-a) +y(e-b) =0. 

将 所 得 两 式 相 减 得 (1 -a)x =0， 若 a=1 则 和 矩形 退化 ， 所 以 只 能 
是 x=0. 

单 从 此 题 来 看 ， 向 量 回路 法 要 稍 占 上 风 . 我 们 将 以 更 多 的 例子 来 
论述 . 下 面 所 选 案例 从 易 到 难 ， 循 序 渐进 . 读者 也 可 尝试 用 其 他 方法 
证 明 ， 以 比较 解法 优 劣 .为 节省 篇 幅 ， 建 立 坐标 系 就 没有 重新 作 图 和 
详细 叙述 了 . 

【 例 7.2】 如 图 7-4， 在 正方 形 ABCD 中 , E E AB 中 点 ，3BF = 
FC, 求证 : DE LEF. 
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回路 证 法 
DÈ - EF = (DÀ +AÈ) - (EB + BP) 


—. i . 12.15, _ 
=(-AD +748) “(348+44D) =0, 


所 以 DE LEF. 

坐标 证 法 WDE -= (2, -4), EF=(2,1), 则 DE - EF =2 x2 + 
(-4) x1 =0. 

【 例 7.3】 如 图 7-5， 以 A4BC 的 AB 和 BC 边 分 别 向 外 作 等 边 
AABD 和 ABCE，AB 1 BC， 求证 : BE 1AD. 


p 


图 7-5 


回路 证 法 由 
BE. DÀ = BË - (DÈ + BÀ) = BE + DBeos30° + BE + ABeos150° =0, 
得 BE LAD. 

坐标 证 法 设 B(0, 0), A(-2a, 0), C(0, -2), D(-a, ak), 
Elk, -1), JERR =3, WAD =(a, ak), BÈ=(k, -1), AD. BÈ = 
ak -ak =0. 

此 证 法 中 的 坐标 来 之 不 易 ， 请 仔细 琢磨 . 譬如 已 知 4(-2a,， 0), 
根据 几何 关系 忆 在 BA 上 的 投影 长 为 -a， 所 以 D 的 横 坐 标 为 -a 而 
BD 路 离 要 等 于 4a*， 所 以 可 设 D WAERN ak, Jepe =3. 

这 种 设 未 知 数 的 方法 ， 对 于 解 等 边 三 角形 问题 ， 是 一 种 新 思路 ， 特 别 
是 对 于 这 种 无 需求 出 D 的 具体 位 置 ， 只 需 以 D 来 过 渡 的 题目 尤其 有 效 . 

【 例 7.4】 如 图 7-6，BD 和 CE 是 A4BC 的 两 条 高 ,，F Fl G 分别 
是 8C 和 ED 的 中 点 
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图 7-6 


回路 证 法 
2 Fë - ED = (BË + CD) - ED = BË - (EC +CD) +CD - (EB + BD) 
=BE .CD +CD - EB =0, 

所 以 FG L ED. 

坐标 证 法 设 D(0, 0), 4(2, 0), B(0, 2h), C (2a, 0) 
F(a, h), WJ 
AB = (-2,2h) , AÈ =k AB =k(-2,2h), E(2—2k,2kh), G(1 -k,kh) , 
HAB - CE =AB(CÀ +AÈ) =4(a +k -1 +h) =0,FĠ=(1 -k-a,(k- 
1)h), 

得 FE - DE =2(1 -k) (1 -k-a) +2kh(k-1)h=2(k-2)(a +k- 
1+kk?) =0. 

【 例 7.5】 如 图 7-7, 在 AABC 中 , AB=AC, D JÈ BC ttti, E 
是 从 刀 作 AC 的 垂 线 的 垂 足 ， 亚 是 DE 的 中 点 ,求证 : AFL BE. (1962 
年 全 俄 数学 竞赛 试题 ) 
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回路 证 法 


AF- BÈ = (AD + AÈ) - (BD + DÈ) =} - DÈ +AÈ - BD) 


( (AÈ +ED) - DÈ +AÈ - (DÈ - CÈ) ) 


1 
2 
1 


(-ED * DE +AE * CE) =0, 


WAF 1 BË. 
坐标 证 法 设 D(0, 0), A(0, 2h), C(2, 0), MUJ 
TÀ = (-2,2h) , CE =k CA=k(-2,2h), 
DÈ = (2 -2k,2kh) , F(1 -k,kh) , 
HDË » CÀ =4(k -1 +h) =0, 得 
AP. BÈ =(1 -k,kh -2h) + (4 -2h,2kh) 
=2(k-2)(k-1+kh?) =0. 


【 例 7.6】 如 图 7-8，4B 上 BC， Ú D 是 4C 中 点 ,已 和 严 分 别 是 
BC 和 AB 上 的 点 , 作 EH LAC, FG 1 AC, H 2GH = 4C， 求 证 ， 


DE LDF. 


回路 证 法 
DÈ - DF = (DÈ + CË) - (DÀ +AP) 
= -DA +AG + AD + CH * CD 
= -DA + DA =0, 
所 以 DELDF. 


坐标 证 法 设 D(0, 0), A(-1, 0), C(1, 0) 


B(x, k), 


A 
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F(x-1, k), 由 
AF - CÈ = (x,k) + (x-1,h) =x(x-1) +kh=0, 


故 
DÈ - DÈ =(x-1,h) ' (x,k) =x(x-1) +kh =0. 
【 例 7.7】 如 图 7-9, P ZAOB 内 点 C, fE CD LOA, CE 10B, 


EFLOA, DG 1 OB, 求证 : OC 1 FG. 


回路 证 法 
OÈ - F = 0 - (FO+06)= - OD * OF + 0G * OE 
= -OD * OEcos Z AOB + ODcos AOB + OE =0, 


所 以 OC L FG. 
ÆRE 设 F(0, 0), D(1, 0), C(1, h), E (0, H), 


Ol-a, 0), 0G=kOË=k(a, H), FC=((k-1) a, kH), 
MC- OÈ=(-1,H-h) + (a, H) = -a+H(H-h)=0, W IP = 
a+hH; 
DG. OÈ = (a(k -1) -1 ,kH) : (a,H) =0 
即 
(1 +a)(k-1)a+khH=0, 
故 


OC :FE=(1 +a,h) + ((k-1)a,kH) =(1 +a)(k-1) +khH =0. 
[87.8] 如 图 7-10， 在 和 矩形 48CD 的 两 边 AB 和 BC 上 向 外 作 等 
边 AABE 和 ABCF，EA 和 FC 的 延长 线 交 于 M. 求证 : BM LEF. 


N... msnsnnsk 
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此 题 可 看 作 是 例 7. 3 的 演变 升级 


M 


E 
图 7-10 
回路 证 法 
BÈ - AÈ = BP - (AB + BË) = BË - AB + BF - BÈ =0, 

所 以 BF LAE; 同 理 可 证 BE L CF; 于 是 点 B A AEFM tJ to, BELL 
BM LEF. 

坐标 证 法 设 B(0, 0), A(-2, 0), C(0, 2h), E(-1, -k), 
FGRh, h), M(x, y), JEP P =3; 由 共 线条 件 x = k(2h -y),y = 
k(-2-x), 得 x=2hk+3(2+x) 即 z+ 及 +3=0， 故 

BM - EF = (x,y) + (kh +1,h +k) =(1+kh)x+(k+h)y 
=(1+kh)x+(k+h)k(-2-x)= -2x -2kh -6 =0; 

【 例 7.9】 如 图 7-11， 已 知 等 腰 直 角 A4BC 斜 边 BC 上任 一 点 D， 
À DAE DE LAB FE, fE DF LAC FF, BC 的 中 点 为 M. 求证 : 
D, E, F, M 四 点 共 圆 ，ME LMF. 

c 


m 


g. 
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回路 证 法 HAD=mAB+(1-m)AĊ, W| 
OM-AM-40= (AB + AÓ) -za -Crag 


JAB + YAG, 
由 于 4B8=4C，4BL4C， 所 以 OM? =40*; 又 由 于 4EDF 是 矩形 ， 所 以 
OD=0E=OF=0M, D, E, F, M 四 点 共 圆 ， 而 EF 是 直径 ， 所 以 
ME L MF. 
坐标 证 法 设 4(0, 0), D(2x, 2), B(2x+2, 0), C(0, 2x+ 
2), M(x+1, x+1), E(2x, 0), F(0, 2), W 
EM :FH=(1 -x,1 +x) + (1 +x,x-1) =1 -3 
(817.10) 如 图 7-12, 在 A4BC 中 ，0 是 外 心 


1=0. 
WFH, D, 


E, FHI, PCR ED 和 4B ZFM, HR FD 和 4C 交 于 N. 求证 : 


OB 1 DF, OCLDE, OHLMN. (2001 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 


图 7-12 


回路 证 法 
BÒ - DP = BÓ - (DÈ + BP) = (-BC+BD+BF + BA) 


N... 位 来 绕 去 的 向 量 法 
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= (= BÀ - B + BÀ - BÓ) =0, 


所 以 OBLDF; 同 理 OCLDE; 
OÈ - MN = (OÀ +0B +0C) - (MÀ +AÑ) 

(OÀ +0Ċ) - AÑ + (OÀ +0B) - MÀ +0Ó - MÀ + 0 - AN 

=0ë - MÀ +0B - AÑ = 0Ó - (MÈ +EÀ) +0B - (AÈ + FÑ) 


=OÈ - FÀ +0b-. AÈ =- (-AC +AE + BF » BA) 


(-AB - AC +AB - AČ) =0, 


vj- 


所 以 OH LMN. 
坐标 证 法 设 D(0, 0), 4(0, 2), B(2a, 0), C(2b, 0), 
H(0, e), O(a+b, d), P(a, 1) 其 中 PP 为 4B 的 中 点 . 
HOP - AB =(-b,1 -d) + (2a, -2) = -2ab -2(1 - d) =0=d= 
1+ab, 
HCH. AB = (-2b,c) . (2a, -2 2(2ab +c) =0=c = -2ab. 
(1) AF =m AB =(2ma, -2m) , AÈ =n AC = (2nb, -2n) , 
HCF + AB = (2ma -2b,2 -2m) + (2a, -2) =4a(ma -b) +4(m - 
1) =0=3(1 +a°)m=1 +ab; 
(2) 故 
BÒ - DÈ = (b-a,1 +ab) + (2ma,2(1 —m)) 
=2ma(b-a) +2(ab+1)(1 -m) 
=2ma(b-a) +2ab(1 -m) +2a(ma -b) =0; 
(3) BE AÓ = (2nb -2a,2 -2n) + (2b, -2) =0=n(1 +Ë) = 
1 +ab; 
(4) BAM =p AB = (2pa, -2p) , AÑ =q AC = (24b, -2q) , 

DM =DÀ +AM = (2pa,2(1 -p) ) , DÑ =DÀ +AN = (24b,2(1 -4) ) , 
HRDË = DÀ +AF = (2ma,2(1 -m)) , DÈ = DÀ +AÈ = (2nb,2(1 —n)) , 
得 到 ma(1 -9) =qb(1 -m) , pa(1 -n) =nb(1 -p), 

1 +ab 1+ab 
?1+2o -BP 1 +2ab a 
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故 
HÒ - MÑ 
=(a+b,1 +3ab) - (2(qb —pa) ,2(p—q)) 
-2U +ab)[(a+b)(b-a+3ab? -3a°b) + (1 +3ab) (a° =) ] 0 
(1 +2ab-6)(1 +2ab-a') 3 
[17.11] 如 图 7-13， 在 正方 形 ABCD 中 , E J DA 边 上 的 点 ， 
连接 CE, fE DF L CE, fg DC 作 点 6, 使 得 DE = DG. 求证 : FCLAB. 


D G c 


图 7-13 


回路 证 法 设 DE=mDi, DG=m DÈ, DP =n DË + (1 - n) Dë = 
mn DÀ + (1 - n) D, DFLCE 得 DF - CË =0, BT[mn DÀ + (1 - n) 
DÈ) - [CD +m DÀ] =0, 得 mn-n+1=0. 

GF - FÈ = (GD + DÈ) - (DÀ + DÈ - DÈ) 


=[mnDÀ+(m-n+1)DÈ] - [ (1 = mn) DÀ +n De] 
=-n(mn-n+1)Di =0, 
所 以 FG L FB. 
坐标 证 法 设 4(0, 0), BO, 0), C(1, 1), D(O, 1), E(O, 
1-h), GCh, 1), 
EP =k EČ =k(1 ,h) ,DF =DÈ +EF = (k,kh -h) , 
DF - EC =(k,kh-h) - (1,h) =k + (k-1)k? =0, 
AF =AD+DP=(k,1 +kh-h), 
FÈ- FB=(h-k,h-kh) - (1-k, -1 -kh +h) 


=(1-k)[h-k-h(1+kh-h)] 
=-(1-k)[k+(k-1)h'] =0. 
【 例 7.12】 如 图 7-14, 设 0 是 A4BC 的 外 心 , D 是 AB 的 中 点 ， 
E JE AACD 的 重心 ,上 且 4B8 =4C. 求证 : OE 1 CD. (1983 年 英国 奥 林 匹 
克 竞 赛 试题 ) 


图 7-14 
回路 证 法 e0D= 1 (0 +08), OÈ = 4 (OÀ +0Ò + 00), 则 
OË. CD = JÀ +00 + 00) - (OD - 0C) 

1 

=+ joios yOË) - [z (OÀ +0B) - oe) 


=H (40% +706 - 0È) + :本 =0 


坐标 证 法 A(0, 2h), B(-12, 0), C(12, 0), 0(0, d), 
D(-b, h), E(2, h), 

MOD . BÀ = (-b,h - d) + (12,2h) =2[ -36+h(h=d)] =0 得 

OË. CD = (2,h -d) + (-18,h) = -36 +h(h - d) =0. 

【 例 7.13】 如 图 7-15， 四 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 交 于 点 0，AADO 
和 ABCO 的 垂 心 分 别 为 W fl N, AABO 和 ACDO 的 重心 分 别 为 S RI R, 
求证 : SR MN. (1972 年 第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 竞赛 试题 ) 

回路 证 法 ” 设 P 为 平面 上 任意 ， 由 重心 性 质 得 

3 PŘ = PD + PÈ + PÓ, 3 PŠ = PÀ + PÈ + PÓ, W|3 SR =3 PR - 


— mia nmanusm 


3 PŠ=AC + BD. 


图 7-15 
3 SR - MÑ = AÓ - (MD + DÈ + BÑ) + BÜ -+ (MÀ + AČ + CÑ) 
Č - DÈ + BD - AC=0, 
所 以 SR LMN. T7 
图 7-16 将 几 条 高 线 作出 来 了 . 本 来 从 证 明 过 程 来 看 无 需 用 到 E, 
R，G,，/! 四 点 ， 但 添加 辅助 线 使 证 明 过 程 更 有 利于 理解 . 


坐标 证 法 0(0, 0), AGa, 0), C(3, 0), B(3x, 3y), RO + 
kx, ky), S(a+x, y), M(3kx, h), N(3x, g), 
由 条 件 得 0 内 . AD = (3kx,h) + (3kx -3a ,3ky) =0=hy = -3x ( kx 
-a), 
OÑ - BÉ = (3x,g) . (3 -3x, -3y) =0=gy =3x(1 —x) 
=(g-h)y=3x(1 +kx-a-x)), 
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SR: BĊ=(1 +kr-a-x,ky-y) ° (3x -3kx,g -h) 
=(1-k)[3x(1 +kx-a-x) - (g -h)y] =0. 
[817.14] 如 图 7-17, 在 A4BC th, CP 和 B 是 高 ，PQ 与 中 位 
线 MN 交 于 点 已 , H aba, O 是 外 心 ， 求 证 : AE 1 OH. 


图 7-17 


回路 证 法 ”如 图 7-18， 作 PR// BC, s OH HHE BC 边 上 的 射影 
为 S 和 7， 


AE - OH =AN +: OH + NE .OH=4V (ON + NQ + QH) 
+NË - (OS + ST + TH) 
=AN - NỌ + NË - ST = k(AN - RÒ +PR - ST) 
b AP a 
= 对 (ecos4 -4R) -和 a(ceosB -2)] 


= 村 Hecosa a] em, 


DELE 


第 7 章 “向量 坐标 证 季 直 


2p 
= kbcosA| =s ts q 
所 以 AE L OH. 
坐标 证 法 设 0(0, 0), 4(2, 0), C(2a, 0), B(0, 2h), N(a +1, 
0), MCI, h), H(O, d), Ola +1, c), E(a+l, b), AP =1AÈ=(-2%, 
2), NÈ=k NM =(-ka, kh), QË=QÑ+NÈ=(1 +a-ka, kh), h3% 
件 得 
(1) TH - AB = (-2a,d) . (-2,2h) =4a +2hd =0=dh = -2a; 
(2) DM - AB =(-a,h-c¢) : (-2,2h) =2a +2h(h -¢) =0=ch = 
arh’; 
(3) (TÀ +AP) - AB = (2 -2a -2t,2ht) + (-2,2h) =4(1h -1 + 
a+) =0; 
(4) Ih EHE QP EI h(I +a- ka) =kh(1 -1)=t(1 +a) =k(1 - 
t+at)， 所 以 
(AQ +QÈ) - OH = (a -ka -1 ,kh) (-a -1,d-¢) 
=(1+a)(1 -a +ka) +kh(d -c) 
=(1+a)(1 -a +ka) +k(3a +°) 
=(1+a)[(1-a)(1 -t+at) +a(l+a)] 
-i(1 +a) (3a +h’) = - (1 +a) (th? -1 +a +1) =0. 
(67.15) 如 图 7-19，4D，B8E，CF 是 A4BC 的 三 高 ， 过 点 卫 作 
DG BE, DH 1 CF, DI LAB, DJLAC, RE: G， 有 1， 四 点 共 线 ; 
GH// FE. 
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回路 证 法 (i) BAK =14D, 则 KE=1D), FR =11D; 

FÆFÈ =FR + KÈ =: ID +: D] =: 1), W FE//1J; 

Gi) 同 理 , BAK =u DK, WJFK=u HK, KË =u KC, 

FÆFÈ =FR +KÈ=u HK +u KG =u HÈ, BJ FE//GH; 

Gii) 类 似 地 , 设 BD =v BC, WGD =v EC, Di =v CF, 

于 是 Bi =GD+Di= BEJ 16//EF; 

坐标 证 法 F(0, 0), Ala, 0), B(b, 0), C(O, 1), BD=kBC= 
(-kb, k), D(b - b, k), H(O, k), 1(b - b, 0), AÈ =, AC = 
(-a, O.E(a-a, t), AJ=s AC = (-as, s), J(a-as, s), 注意 
DG//CE, k 


BË =k BÈ = (k(a -at -b) ,kt) , 
FÈ =F +BG=(b+k(a-b-at) ,kt). 
BDUFi0X=1+a, Y=1 +b. 
由 ADLBC, BELAC, DJ LAC, DG1BE, 得 
(1) AD: BC=(b-kb-a,k) + (-b,1) =k+ab +h -b =0= 
Yk=b(b-a); 
(2) BE - AC=(a-at-b,t) + (-a,1) =ab +a -a +1 =0=X = 


a(a-b); 
(3) DJ -AC =(a(1-s) -b(1 -k),s-k) ° (-a,1) 
= -a° (1 -s) +ab(1 -k) +s -k =0 
=s(1 +a?) =k +a? -ab + kab 
=sXY =b(b -a) + (a° -ab) (1 +b) 
+ab? (b-a) =(a-b)*. 
以 下 只 要 证 明 G, IH, 1 WT FE 即 可 : 
(i) IH=(bk-b,k), FE=(a-at,t), 由 (1) 和 (2) 得 
XY(ka(1 -t) +ib(k-1)) =ab(b-a)((1 +a°) -a(a-b))— 
ab(a-b)(b(b-a) - (1 +6)) =0, 
W ka(1 -6 =w (1-k), IH//FE. 
Gi) IG=(kla-at) kt) =k(a -at ,t) ,FE = (a -at,t) , 故 1G//FE. 
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(üi) IJ=(a-b+kb-as,s),FE =(a-at,t), FÆ 
XY(s(a-at) -1(a -b +kb - as) ) 
=sXY(aX -atX) -1X ( (a -b) XY + Xb(kY) -a(sXY) ) 
=a(b-a)'(1+ab) -ala -b)°((1 +a°) (1 +°) 
-(1 +a)? -a(a-b)) =0. 
这 证 明 IJ/ FE. 

一 般 使 用 的 坐标 法 ， 常 常 需要 借助 题目 本 身 的 乖 直 关系 ， 比 起 斜 
坐标 系 来 ， 局 限 不 小 . 而 向 量 回 路 法 则 更 灵活 一 些 ， 辟 如 下 面 这 道 题 
多 一 个 和 少 一 个 直角 关系 ， 对 向 量 证 法 都 没什么 影响 . 

【 例 7.16】 如 图 7-20， 以 RLA4BC 的 两 条 直角 边 AB 和 BC 向 形 
外 分 别 作 正方 形 ABED 和 正方 形 BFGC. 连接 DC 和 4C， 两 条 直线 交 于 
点 人 求证: BILAC. 


图 7-20 


这 是 一 本 教材 上 的 一 个 例题 . 教材 的 编写 者 可 能 是 看 中 了 直角 三 
角形 以 及 正方 形 中 包含 了 不 少 的 垂直 关系 ， 容 易 建 立 直 角 坐标 系 .与 
该 小 节 所 要 讲 的 知识 点 比较 切合 ， 所 以 选用 了 此 题 . 

其 实 ， 此 题 条 件 多 余 ， 因 为 该 结论 对 于 任意 三 角形 也 成 立 。 

证 明 如 图 7-21， 设 四 边 形 FBEH 是 平行 四 边 形 , 则 HC - AÓ = 
(HP + FÈ +B) - (AB + BÓ + CG) =0, 从 而 HC1AG, 同 理 HA LCD, 
所 以 点 1 是 AAHC (jb, HILAC. XH FHB - AC = (HË + FB) + 
(AB +B) =0， 所 以 HB1AC， 从 而 和 4，B，1 三 点 共 线 ，B1LAC. 


图 7-21 


ss: 从 上 述 解法 来 看 ， 向 量 回路 法 解 题 确实 是 好 生 了 得 .而 向 量 坐标 
2 法 充分 发 挥 斜 坐标 系 的 优势 ， 题 目 也 都 解决 了 ， 但 过 程 要 显得 复杂 一 
些 . 当然 ， 就 此 否定 向 量 坐标 法 还 为 时 过 早 ， 还 需 选择 更 多 类 型 的 是 
目 来 做 比较 . 
下 面 这 道 题 由 于 有 天 然 的 垂直 关系 ， 而 向 量 回路 法 使 用 条 件 BC + 
CE =AE 较为 困难 ， 而 用 坐标 法 则 很 简单 
【 例 7.17】 如 图 7-22， 在 正方 形 ABCD 的 CD 边 上 取 点 上 ， 使 得 
BC+CE=AE, 车 HH 为 CD 中 点 , 求证: ZBAE=2ZHAD. 


图 7-22 


证 明 ”如 图 建立 直角 坐标 系 , AO, 1), B(0, 0), C(1, 0), 


$ 


-| 第 7 章 Gmaqsuma 
D(1, 1), H(1, 1⁄2), E(1, y), ĀE =(1, y-1), 由 BE+CE=AE 


得 1+y= VI+(y-1)”， 解 得 y=1/4， aÉ = (1, 2 AÈ = (0, 


-), =0, 0, W=(1, -让 ， 
JÈ. AB_ 3 AH- AD_2 


AB*AB™ 5'0 PTAH < AD" /5 


cosa = 


eag=2eeg-1=2 + (Z) -1-3 
且 a 和 有 为 锐角 ， 所 以 28=a， 即 LB4E =2 HAD. 
其 实 ， 此 题 老 老实 实用 基本 的 几何 三 角 知 识 计 算 起 来 很 简单 . 设 
4B =1，CE=x*， 根 据 条 件 BC + CE =AE 列 方程 (1+x)z=1+(1-x)?， 
解 得 CE=x=1/4， 由 日 为 CD 中 点 得 tan8 =0.5， 故 


-4-_ 1 „2ang 
bat he Ee re 


即 28=a 可 见 基本 功 的 重要 . 


= cosa, 
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第 8 章 
向 量 法 与 复数 


复数 z=a+bi(a, be 民 ) 与 复 平面 上 的 点 Z(a, 5) 一 一 对 应 ， 而 
点 Z(a, 所) 与 向 量 0Z 一 一 对 应 ， 可 以 将 Z(a，6) 和 0 都 看 成 是 复数 
z=a+ 和 ii 的 几何 形式 . 

从 向 量 发 展 历史 来 看 ， 向 量 能 够 进入 数学 并 得 到 发 展 ， 复 数 在 其 
中 出 力 不 少 . 复数 的 几何 表示 的 提出 ， 既 使 得 “虚幻 ”的 复数 有 了 实 
际 的 模型 ， 不 再 虚幻 ， 又 使 得 人 们 在 逐步 接受 复数 的 同时 ， 学 会 利用 
复数 来 表示 和 研究 平面 中 的 向 量 ， 向 量 从 此 得 到 发 展 . 

发 展 至 今天 的 向 量 ， 如 果 与 复数 再 度 携手 ， 又 能 在 哪些 方面 有 所 
作为 呢 ? 

有 不 少 资 料 在 引入 复数 的 时 候 ， 总 强调 数学 家 引入 复数 的 目的 是 
使 得 **+1=0 有 解 . 其 实 ， 从 数学 史 来 看 ， 数 学 家 原来 认为 对 于 x + 
1 =0 这 样 的 方程 是 无 解 的 ， 也 没 想 到 过 引入 复数 ; 直到 解 三 次 方程 
时 ， 才 被 迫 引入 了 新 的 虚数 单位 . 这 是 因为 数学 崇尚 简单 ， 主 张 : 如 
无 必要 ， 莫 增 实体 ! 

而 在 教学 中 ， 由 于 教科 书 之 前 过 多 强调 一 个 数 的 平方 非 负 ， 所 以 
当 引 入 虚数 单位 i 的 时 候 ， 很 多 学 生 觉 得 难以 接受 . D Y U = -1 
这 一 基本 性 质 并 不 神秘 , 可 以 将 i 解释 为 “向 左 转 ”. 湖南 教育 出 版 社 
高 中 数学 教材 上 有 诗 云 : 平方 得 负 岂 荒唐 ， 左 转 两 番 朝 后 方 ， 和 
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( -1)* =1 相对 照 : 后 转 两 次 转向 前 ， 负 负 为 正 很 显然 . “去 转 两 番 
朝 后 方 ”是 众所周知 的 常识 ， 又 有 什么 荒唐 的 呢 ? 就 这 样 ， 把 复数 与 
旋转 联系 起 来. 

定义 OD. (cosa +i sina) 是 指 以 0 为 旋转 中 心 ,将 OP 逆 时 针 旋 
转 a 所 得 的 向 量 . 特别 地 ，08 + i 为 以 点 O 为 中 心 ， 将 OP 逆 时 针 施 
转 90° 所 得 的 向 量 ; 

通常 记 e” =cosa +i sina， 容 易 验证 e + e” 

复数 的 相关 性 质 ， 一 般 资料 上 都 有 ， 此 处 从 略 . 


向 量 法 解 垂直 问题 ， 前 已 举例 不 少 . 但 若 要 证 两 线段 既 季 直 ， 且 
相等 ， 又 有 什么 好 办 法 呢 ? 这 种 情形 在 有 多 个 正方 形 的 问题 中 ， 出 现 
较 多 . 

【 例 8.1】 如 图 8-1， 以 AABC 的 边 AB 和 AC 分 别 为 一 边 ， 向 形 
内 作 正 方形 ABDE 和 ACGF. 求证 BF = CE F| BF 1 CE. (1985 年 扬州 
竞赛 试题 ) 


【 例 8.2】 如 图 8-2， 已 知 48CD 是 平行 四 边 形 ， 以 CD 为 边 作 正 
方形 CDEF， 以 BC 为 边 作 正 方形 CBHG， 连 接 GF 和 4C, 求证: 4C = 
FG BAC 1 FG. 
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图 8-2 


证 明 AČ- i= (AB + BÈ) » i= F + CQ = FG, 所 以 4AC=FG 且 


AC L FG. 
T 【 例 8.3】 如 图 8-3， 已 知 48CD 和 EFGH 都 是 正方 形 ， 点 1，J， 
K, 了 分 别 为 45，BF，CCG，DH 的 中 点 ， 求 证: LKL 为 正方 形 . 

D c 
4 b 
图 8.3 
证 明 J). (AB + EP) J D+ ER) =T, BBB. i = 


IK, KL-i=K), FVA IJKL 为 正方 形 . 
[918.4] 如 图 8-4， 在 正方 形 4BCD 和 4EFG 中 ,连接 BE，CF， 
DG. R BE: CF: DG. (2002 年 武汉 竞赛 试题 ) 
证 明 BÈ- i=(BÀ+AÈ) -i=Di+AC=D6, 
CF = CÈ + BÈ + EP = BÈ + DG = BÈC +i), 
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图 8-4 


所 以 BE: CF: DG = 1: /2: 1. 

[018.5] 如 图 8-5， 在 正方 形 ABCD 中 任 取 点 E， 并 分 别 以 BE -zy 
MAE 为 边 作 正方 形 BFCE 和 AEHI， 连 接 AF 和 1C， 求 证 四 边 形 AFCI 
是 平行 四 边 形 ，(1984 年 武汉 竞赛 试题 改编 ) 


图 8-5 


证 明 AP = AB + BP. IĊ=ID+DÈ, NANEBF =D. 
TÄ +AD = 历 ， 所 以 四 边 形 4FC/ 是 


WIBF = EĞ =EB » i = (EÅ +AB) .i= 
平行 四 边 形 . 

【 例 8.6】 如 图 8-6， 在 正方 形 48CD 和 CLEF 中 ,点 M 是 线段 
AE 的 中 点 ,连接 MD 和 MF， 求证 DM = FM Ħ DM 1 FM. 


证 明 PM. i=} (FÊ +CD + DÀ + FË) -i= (FÈ + DÀ +D + 


s 
CP) =DM, BDA DM = FM HB. DM 1 FM. 
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G 
图 8-6 

【 例 8.7】 如 图 8-7, 已 知 4BED 和 4CFG 都 是 正方 形 ， 它们 的 中 心 

分 别 是 万 和 J， 点 1 和 分 别 为 BC 和 DG 的 中 点 ,求证 ，HIJK 为 正方 形 . 


G 


证 明 HÌ- i = (EÈ + AG) i=} (ED +30) =HŘ, SEKH .i 


=K), I). i=, PRV HIJK 为 正方 形 . 
【 例 8.8】 如 图 8-8， 分 别 以 A4BC 的 两 边 48 和 AC 向 外 作 两 个 正 
方形 , 点 1 为 DG 中 点 , HEK IA 3 BC FH, REALL BC 且 241 = BC. 


D 


1 
G 
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证 明 241. i= (AD +AĠ) - i =AB + CÀ = CB, BCDLALLBC H 
241= BC. 

【 例 8.9】 如 图 8-9， 正 方形 ABCD, DEFG, FHIJ jeTR D #l F; 
MKH AJ 中 点 ， 求 证: EK LHCH 2EK = HC. 


证 明 2ER- i=(ED+DÀ +EF +F}) » i= FË + DC + ED + HP = 

Hë, VAER L HOH 2EK = HC. 显然 例 8. 8 是 例 8. 9 的 特例 . T 
【 例 8. 10】 如 图 8-10， 分 别 以 四 边 形 ABCD 各 边 为 一 边 向 外 作 正 

方形 ， 它 们 的 中 心 分 别 是 CQ, M, OMP, 求证 PM =00 且 PM 1 Q0. 


图 8-10 


证 明 PM. i=} JD + DÀ + AÈ + CÈ) sie 
TH) =00, PUL PM = Q0 B PM 1 00. 

例 8. 10 是 平面 几何 中 著名 的 奥 倍 儿 ( Aubel) 定 理 . 即使 四 边 形 的 
一 条 边 长 度 为 0, 命题 仍然 成 立 . 如 果 分 别 以 四 边 形 ABCD 各 边 向 内 
作 正 方形 ， 也 有 同样 的 结论 . 
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【 例 8.11】 如 图 8-11， 以 平行 四 边 形 的 各 边 向 外 作 正 方形 . oR 
HE: 所 得 4 个 正方 形 的 中 心 围 成 一 个 正方 形 ，( 第 7 届 莫 斯 科 数 学 奥 林 
匹克 竞赛 试题 ) 


图 8-11 
证 明 PO .i J (ID + DR +B + BÀ) - i =} (DÈ + C + CH + 


TC) =PO， 所 以 所 得 4 个 正方 形 的 中 心 围 成 一 个 正方 形 . 

【 例 8.12】 如 图 8-12， 分 别 以 A4BC 各 边 向 外 作 BADE, 
ACFG 和 HICB， 青 分 别 以 BE 和 BH 及 CF 和 CI 为 邻 边 作 平行 四 边 形 
HBEJ 及 CIKF, 求证: AJAK 是 等 腰 直 角 三 角形 . 


证 明 Aj.i=(AD+DË+E)) - i =AB +DÀ +B = Dë, 
DÈ » i= (DÀ +AÓ) - i= BÀ +AC = BG, 


AK. i= (AC + CP + FK) + i=AĠ+ CÀ + BC = B, 
所 以 4K =AJ BAK 1AJ, AJAK 是 等 腰 直 角 三 角形 . 
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【 例 8.13】 如 图 8-13，A4BC 和 A4DE 都 是 等 腰 直 角 三 角形 ，W 
是 EC 的 中 点 , 求证 BM = DM F BM 1 DM. 


B 


M 8-13 

证 明 2B -i= (BÀ +AD + DÈ + BÈ) » i = BÈ + DË + DÀ + AB = 
2DM, BUL BM = DM H. BM 1 DM. 

此 题 虽然 没有 出 现 正方 形 ， 但 我 们 可 以 将 等 腰 直角 三 角形 看 作 半 
个 正方 形 ， 依 照 正 方形 的 办 法 处 理 . 而 且 这 种 关联 正方 形 的 向 量 解法 ， 
也 适用 于 关联 正三 角形 问题 . 

【 例 8.14】 如 图 8-14, it D 是 等 腰 直 角 AABC 底 边 BC 的 中 点 ， 
是 BC 上 任意 一 点 ，EF LA4B，EG LAC， 求证 : DF = DG. 


4 


B D E 


H 8-14 
证 明 i CG = kCA, W AF =kAB, DG = DÓ + CG = DÈ +k CÀ, 
DÈ=DÀ +AF=DÀ+kAB, 显然 DO - i= DP. 
如 果 不 用 旋转 ， 那 么 就 要 计算 : 
DË = DP: =DË + Ë CÀ: -2k DÈ. 
【 例 8.15】 如 图 8-15, 4 和 有 为 平面 上 两 定点 ，C 为 平面 上 位 于 
直线 同 侧 的 一 个 动 点 . 分 别 以 4C 和 CB 边 作 正 方形 4CDE 和 CBFG, 
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连接 EF, RUE EF 的 中 点 三 与 点 C 的 位 置 无 关 - 


& F 
2 r; 
图 8-15 
证 明 GAB ih P, W2 PÈ =AB =AC + CB, 
2PÈ - i = (AC + CB) - i =AÈ + BP =2 P, 


Ai H EUA P Hi, HES B KERE 909E, tjs 

此 问题 常 被 加 上 一 个 寻宝 的 背景 ， 在 一 些 课外 书 上 出 现 ， 故事 和 
解答 附 于 下 ， 对 比 可 知 ， 向 量 旋转 解法 显得 简练. 

【 例 8.16】 一 张 藏 宝 图 (图 8-16) 记载 了 某 一 荒 岛 上 宝藏 的 位 置 
如 下 : 岛 上 仅 有 两 颗 大 树 4 和 B， 还 有 一 座 断 头 台 .从 断头台 开始 沿 
直线 走向 4 树 并 记 下 步 数 ， 到 达 后 向 左 转 90° 继 续 直 走 相 同 的 步 数 ， 
然后 在 停止 处 钉 下 一 根 钉子 ， 再 回 到 断头台 沿 直 线 走向 B 树 ， 到 达 后 
右 转 90° 继 续 直 走 相同 的 步 数 ， 同 时 在 停止 处 钉 下 一 根 钉 子 .宝藏 就 
藏 在 两 钉子 连 线 的 中 点 下 面 . 一 位 年 轻 人 得 到 这 张 藏 宝 图 ， 历 尽 千 辛 
万 苦 来 到 这 个 荒 岛 . 他 很 容易 就 找到 了 那 两 棵 树 ， 但 却 发 现 断头台 已 
经 荡然 无 存 ， 怎 么 也 找 不 到 ! 年 轻 人 无 法 找到 宝藏 ， 只 得 空手 而 归 . 


FD 
图 8-16 


解 以 点 C 为 断头台 位 置 ， D 和 为 前 后 两 次 所 钉 钉 子 的 位 置 ， 
了 为 DE 中 点 ， 即 为 宝藏 所 在 - 
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以 4 为 原点 , A 和 下 两 树 所 在 直线 为 * 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 . 设 
|AB| =d, AC =a+bi, 则 BC=(a-d) +bi, AD=AC. (-i) =b-ai, 


BE=BC.i= -b+(a-d)i, DË=DÀ +AB + BË = (d -2b) + (2a - d)i, 
因此 

Ey 1 了 -4_di 

AT=AD+yDE= 2 


如 果 这 位 年 轻 人 慌 点 数学 ， 应 该 不 至 于 无 功 而 返 .宝藏 的 位 置 其 
实 与 断头台 并 没什么 关系 ， 只 要 从 4 出 发 ， 沿 着 48 走 到 48 中 点 处 ， 
记 下 所 走 步 数 ; 然后 向 右 转 90"， 继 续 向 前 走 相同 步 数 ， 则 可 找到 
宝藏 

【 例 8.17】 如 图 8-17， 任 意 四 边 形 48CD， 分 别 以 4D，BC，4C， 
BD 为 边 向 外 作 正 方形 ADSM, BCFE, ACGP, BDRQ, 证明 : 四 边 形 
MEQP 是 平行 四 边 形 . 


图 8-17 


证 明 ME=Mi+AB+BE=AB-i(AD+BC), 

PÒ = PÀ +AŘ + BỌ = AB - i(AĊ + BD) , AD. BC = AÓ + BD. 所 
OMÈ = PQ. 

关于 四 点 之 间 的 向 量 转化 ， 可 以 这 样 进 行 : D-A+C-B=C- 
A+D-B, SRH 14 章 质点 法 . 

【 例 8.18】 如 图 8-18， 分 别 以 四 边 形 ABCD 四 边 为 边 向 外 作 等 边 
三 角形 ABF, BCE, CDH, DAG, 109 K. 4 M. P, N, Q, 
如 果 AC = BD, 求证; MN L PQ. (35533 届 IMO 预选 题 ) 

证 明 存在 常数 a, 使 得 2 AM =AB + ia AB, 2 CÑ = CÚ + ia CD, 
而 WN = MÀ +AÓ + 5， 因此 


134 


NW... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to Educational Mathematics 


18-18 
2MN = -AB -ia AB +2 AC + CD + ia CD = AC + BD + ia( BD - AÓ). 
同 理 
2 PQ = -BC -ia BÈ +2 BD + DÀ + ia DÀ = BD -AČ - ia( BD +AC); 
mi4 AB - PỌ = (1 +a°) (BD -AC) =0. 
额外 发 现 ， 只 要 AM4B ~ APBC ~ ANCD ~ AQD4， 就 有 同样 的 
结论 . 
【 例 8.19】 如 图 8-19， 任 意 给 定 A4BC， 分 别 以 C4 和 48 为 底 边 
fE SIE ACAD W AABE, VL BC 为 底 边 作 等 腰 ABCPF， 且 Ac4D 和 
AABE 及 ABCP 相似 ， 求证: 四边形 AEFD 是 平行 四 边 形 . 


G 
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证 明 iG, H, 1 分别 是 C4，4B，BC 中 点 ， 设 5 = CC .i= 


EB i, DA + 0D = BAC+ HA i, 


ti 

PAR = AD +AË, VIHJE AEFD 是 平行 四 边 形 . 

以 上 所 介绍 向 量 旋 转 都 是 旋转 90*， 能 否 旋 转 其 他 角度 呢 ? 当然 
是 可 以 的 . 

【 例 8.20】 如 图 8-20， 正 六 边 形 ABCDEF 中 ，G 和 月 分 别 是 BD 
和 BF 的 中 点 ， 求 证 ，A4GH 是 正三 角形 . 


E D 
“ 
F Z c 
4 5 


图 8-20 


证 明 设 0 为 正六 边 形 中 心 , MJAG - e''= (AÓ +06) + e!' = 
AP + FB = AB, 所 以 A4GH 是 正三 角形 . 

【 例 8.21】 如 图 8-21， 设 4BCDEF 是 圆 内 接 六 边 形 ， 其 中 AB, 
CD, EF 都 等 于 该 贺 半 径 , 求 证，BC，DE，F4 的 中 点 P. Q, RHR 
一 个 正三 角形 . 


3 
证 明 由 cos Ș +isin Z] msi [es F + isin F 


2 


T, 
3 


135 


M... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to Educ 


图 8-21 


=g in $- 


PỌ- (3 +isin 3) 
= (00 - 0P) (om F tisin 2) 


=L(OD + 0Ë -OR - 0) . T Lisa Z. 
=y(0D + 0Ë JÈ - OC) (s3 +isin 3) 


=}[0 


=4[08- OÈ + 0È + (s3 +i 2). (cs F +isin $) 


| (cos § + isin $) +02 = OB - oC] - (o3 +isin 3) 


= 站 [大 -0À + (3 


tiin T) -0 
=> [9P-0À- (cos $ +isin $ -1] - 06] 
=} (OÈ + 04 -0B - 00) = (0R - 0P) = PR. 

此 证 法 计算 量 较 大 ， 步 骤 也 多 ， 不 够 简捷 . 

SiE: 2 QÑ. e= (EP +DÓ+0À) +e! = EÓ + DO +0B =2 QB. 
【 例 8. 22】 证 明 拿破仑 定理 ， 即 分 别 以 三 角形 


”> 
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外 作 等 边 三 角形 ， 则 所 作 三 个 等 边 三 角形 的 中 心 构成 等 边 三 角形 . 

证 明 ”如 图 8-22， 存 在 常数 m, (12 AGAD +imAD, 2A} = 
AC +im AC, BCDL2 Gi=CD +im CD; 所 以 (2 GH? = (1 - m°) Cp', W 
BB(2 GÑ): = (1 - m° ) AE, 易 证 A4BE= ADAC, W| AE = DC; 所 以 
G1=GH， 同 理 G1=1H， 所 以 AGHI 是 等 边 三 角形 . 


图 8-22 


例 8.21 和 例 8. 22， 还 能 另外 给 出 巧妙 的 证 明 吗 ? 我 们 先 来 看 看 
1932 年 《美国 数学 月 刊 》 刊 登 的 两 条 爱 可 尔 斯 (Echols) 定理 

爱 可 尔 斯 定理 1 若 A4,B,C, fl AA;B,C, 都 是 等 边 三 角形 ， 则 
A,A, B,B,, C,C, 的 中 点 也 构成 等 边 三 角形 - 

爱 可 尔 斯 定理 2 # AAB, C, AA,B,C, fl AA,B,C, 都 是 等 边 三 
角形 ， 则 A4,4,4;,，AB,B,B, MAC, CC, 的 重心 也 构成 等 边 三 角形 . 

下 面 我 们 来 证 明 这 两 条 定理 . 

【 例 8.23】 如 图 8-23， 已 知 正 A4BC MIEADEF, G, H, 14% 


AG_BH_CI pyp, 5 
JAD, BE, CF 上 的 点 , Hop =HE rp RE: ACHI 是 正三 角形 . 
证 明 CÀ- ei = [m É + (1 - m) DË] - e! i = m AÉ + (1 — m) 
DP = Gl. 
AG _BH _CI 


Mop HE ip! 时 ， 即 为 爱 可 尔 斯 定理 1. 
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图 8-23 


【 例 8.24】 如 图 8-24，A4BC，ADEF，AGHI 是 等 边 三 角形 ， 
求证 ， AADG，A BEH，ACFI 的 重心 构成 等 边 三 角形 . 


证 明 
IR=K-J=}(B+E+H) -4(4+D+F) =} (AB + DE + GD), 
同 理 可 得 
JTL=L-J=}(C+F+1) -(4+D+F) ST (+ DP + GD, 
所 以 
JR -eè i =F (B + DÈ + GÀ) stis TG + DP + Gb =i. 
这 两 个 定理 可 作 进 一 步 推广 ， 辟 如 在 证 明 过 程 中 ， 根 本 没有 考虑 


这 些 点 是 否 在 同一 平面 上 ， 那 么 可 以 向 空间 推广 .也 可 以 考虑 将 原来 
的 正三 角形 改 成 同 向 相似 三 角形 ， 或 者 是 向 正 n 边 形 推广 . 
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这 两 个 定理 应 用 很 广 ， 特 例 很 多 ， 最 经 典 的 应 用 莫 过 于 推导 拿 破 
仓 三 角形 定理 . 
【 例 8.25】 如 图 8-25，AO04B，AOCD，AOEF 是 等 边 三 角形 ， 
BC, DE, EF HASIE P, Q, R, RE: APOR 是 等 边 三 角形 . 
5 


4 
R 


D © 
图 8-25 


证 明 如 图 8-26， 将 三 个 等 边 三 角形 : A0AB, AOCD, AOEF 
的 顶点 重新 排序 ， 写 成 AO48，ADOC，AEFO, 则 AODE，A40F， 
ABCO 的 重心 H, 1, G 构成 等 边 三 角形 ， 而 AGHI 和 APOR 是 以 点 0 
为 中 心 的 位 似 图 形 ， 所 以 APOR 是 等 边 三 角形 . 


解 题 关 键 在 于 等 边 三 角形 项 点 的 重新 排序 ， 可 以 这 样 推导 ; 要 出 
现 点 G， 那 么 等 边 AOEF 必须 提供 一 个 顶点 0， 剩 下 的 BB 和 C 分 别 由 
等 边 A04B 和 AOCD 提供 . 依 此 类 推 . 

很 明显 ， 例 8. 21 是 此 例 的 特例 . 
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[618.26] 如 图 8-27， 以 A4BC 的 三 边 向 外 作 等 边 A4BD，ABCE， 
ACAF, RE: A4BC 和 ADEF 共 重 心 . 

证 明 根据 爱 可 尔 斯 定理 ，A4BC，ABC4，ADEF 的 重心 构成 
等 边 三 角形 ,而 A4BC 和 ABC4 是 同一 个 三 角形 ， 此 时 所 构成 的 等 边 
三 角形 退化 成 一 个 点 ， 所 以 A4BC 和 ADEF 共 重 心 . 


图 8-27 


【 例 8.27】 如 图 8-28 ， 等 腰 梯形 48CD， 对 角 线 交 于 点 0，AE 1 
BD, DFLAC, E W F JER, H G 是 4D 中 点 ， 当 人 BO4 =60" 时 ， 
AEFG 具有 什么 特征 ? 


4 B 


DA 


图 8-28 


G 


证 明 容易 得 出 A04B 和 AODC 是 等 边 三 角形 , E 和 分 别 是 
OB 和 0C 中 点 . 根据 爱 可 尔 斯 定理 可 知 ，A O04B 和 ACDE 对 应 顶点 连 
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线 的 中 点 构成 等 边 三 角形 . 可 这 样 推导 : 要 产生 点 E, 那么 等 边 
AODC 必须 提供 一 个 顶点 O, 剩 下 的 B 由 等 边 A048 提供 . 依 此 
类 推 . 


HWE: 

FÈ- etia Lh -et A(O + Ob -o = 1 (GD + Ob = 
最 后 一 步 用 到 四 边 形 中 位 线 公式 ， 千 万 不 要 因为 此 时 4，0，C 共 线 而 
不 认得 了 . 


从 这 个 例题 可 以 看 出 ， 有 些 题目 不 一 定 要 使 用 爱 尔 可 斯 定理 ， 因 
为 很 多 人 对 这 个 定理 并 不 熟悉 ， 作 为 引 理 写 起 来 也 很 麻烦 . 有 资料 用 
爱 尔 可 斯 定理 来 证 下 面 的 题目 ， 那 纯粹 是 杀 鸡 用 牛刀 .因为 很 明显 可 
以 用 全 等 三 角形 的 知识 来 证 DE = EF = FD. 不 过 ,这 种 想法 倒 也 很 
奇妙 . 

【 例 8.28】 如 图 8-29， 等 边 A4BC 三 边 上 分 别 有 点 D, E, F, 
且 4D=BE = CF, 求证 ， ADEF 是 等 边 三 角形 . 

4 


图 8-29 


该 资料 的 证 明 : 根据 爱 尔 可 斯 定理 ，A4BC 和 ABC4 对 应 顶点 连 
HAB, BC, CA 上 的 等 比例 点 D, E, F 构成 等 边 三 角形 . 

复数 的 作用 当然 不 只 是 以 上 介绍 的 这 些 ， 下 面 再 介绍 几 点 复数 的 
应 用 ， 辟 如 复数 辐 角 的 性 质 对 解 角度 问题 就 十 分 有 效 . 

性 质 不 共 线 四 点 4， B, C, D 对 应 的 复数 分 别 是 z, ze, zes 
zp， 则 这 四 点 共 圆 的 充 要 条 件 是 


141 


142 


M... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to Educational Mathematics 


373, Un 
其 中 上 为 非 零 实 数 . 
证 明 略 . 
【 例 8. 29】 求证 : 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ABCD，ACD4，AD4B， 
AABC 的 四 重心 共 圆 . 
证 明 BURA, B, C, D 对 应 的 复数 分 别 是 z,， z. ze, zp，ABCD， 
ACDA, ADAB, AABC 对 应 的 重心 分 别 是 us，uc，uo， 则 


3u, =zp tzc +p, 3Up =2c +p +34, 


Buc =zp +z, +z, Bp =s +p +žc, 
计算 得 


ucu. uc us Z 


二 
一 Ts, tp- 
WA, B, C, 刀 四 点 共 圆 ， 所 以 ABCD，ACD4，AD4B，A4BC 的 
重心 四 点 共 图. 
【 例 8.30】 如 图 8-30， 已 知 椭 加 后 +7 =1， 动 直线 1 过 它 的 中 心 
O 交 椭圆 于 4 和 BB， 以 48 为 边 逆 时 针 作 等 边 A4BP， 求 A4BP 中 心 的 
轨迹 . 


解 设 4，P，C 对 应 的 复数 分 别 是 a, Ir, Zes ML == 


T (Bu), Wa = Sia 将 其 代入 |s,-JB|+ |, + 6| = 4, 得 
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lze +i| tlzeril= $, 所 求 轨迹 方程 为 于 
某 些 资料 的 解法 表明 ， 由 于 对 复数 的 几何 性 质 了 解 不 够 ， 导 臻 解 
WETS, M8. 31. 
[88.31] 已 知 A4BC 的 三 个 顶点 4，B，C 对 应 的 复数 分 别 是 


zo aa HETES, 证 明 A48C 是 直角 三 角形 . 


原 解答 : zw -z 对 应 向 量 是 外 ，ze -z, 对 应 向 量 是 4C， 由 


设 | 三 | =5k, |AĊ| =3k， 因 为 


4. K 33 
ant =(! +3i(z 一) =s -7 + Saci 


ai(ze-az)， 


则 


AE le -zl =$ -3k 4k, 


所 以 |8C| =4k， 所 以 A4BC 是 以 点 C 为 直角 顶点 的 直角 三 角形 . 
思考 : 此 题 的 数据 刚好 是 3，4，5， 为 最 经 典 的 勾 股 数 . 但 有 必 
WAB] =5k, |AĊ| =3k 吗 ? 由 


4. n S Sar 
i-a (143i) (ees) sze- tai Sad, 


wwe as 


不 就 解决 了 吗 ? 还 可 以 再 改进 ! 将 条 件 改 写成 


利用 合 分 比 定理 得 
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向 量 与 复数 相 结合 ， 还 可 以 推导 三 角 函 数 公式 . 

设 单位 向 量 08 = cosa +i sina, a 是 旺角 . 根据 复数 性 质 可 知 ， 
OP = cosa +i sina 以 点 0 为 旋转 中 心 ， 逆 时 针 旋转 90°, 180°, 270°, 
360。， 相 当 于 08 乘 以 i，-1，-i， 1. 

将 OF 逆 时 针 旋 转 90° 可 得 0F? = cos(90° +a) + isin(90。 +a); 根 
据 复 数 相等 ，0P” 
cos(90° +a) = - sina, sin(90° +a) = cosa. 那么 tan (90° +a) = 
—cota, cot(90° +a) = — tana. 


同 理 可 类 推 其 他 三 角 函 数 公式 . 


cos(90° +a) +i sin(90° +a) =i cosa -sinae， 即 
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单位 向 量 的 得 来 ? 是 十 分 容易 的 . 

T 入 B) 就 是 典型 的 单位 向 量 . 除 此 之 外 呢 ? 

前 已 说 明 ， 向 量 与 平行 四 边 形 有 着 天 然 的 联系 . 

如 果 平 行 四 边 形 邻 边 相等 ， 则 变 成 了 萎 形 . 萎 形 的 很 多 性 质 用 向 
量 法 来 证 明 颇 为 容易 .而 由 于 菱形 的 邻 边 相等 ， 这 与 单位 向 量 有 着 天 
然 的 联系 . 

连接 痿 形 的 对 角 线 ， 可 得 等 腰 三 角形 ， 这 条 对 角 线 天 然 就 是 某 个 
角 的 角 平 分 线 . 所 以 角 平分 线 相关 问题 用 向 量 法 来 解 ， 也 就 成 了 顺 理 
成 章 的 事情 .等 腰 三 角形 三 线 合 一 性 质 的 作用 在 向 量 法 中 会 得 到 充分 
的 发 挥 . 

性 质 1 点 P 在 248C AFAA LNA 


或 写作 


s(a se Tegi 
这 由 萎 形 的 性 质 容易 得 到 - 
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性 质 2( 三 角形 内 角 平分 线 定理 ) ”三 角形 的 内 角 平 分 线 分 对 边 所 


得 的 两 条 线段 和 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 


AB_DB 
或 写作 : 如 图 9-1，A4BC 中 ，AD 平 分 LBAC， mic CD: 


4 


B D c 


图 9-1 


证 法 1 设 4 万 的 单位 法 向 量 为 e ， 则 
ag AB-e (AD +DB)+e DB- 
AC T.e (CD+DA)-e CD- 

此 证 法 对 外 角 平分 线 定理 同样 成 立 . 

这 种 向 量 证 法 ， 从 不 同 角度 来 看 ， 与 两 种 欧 氏 几何 证 法 相通 

(1) 如 图 9-2, EFLAD , EFLBE , EF 1CF , AABE ~ AACF , W) 


AB _AE _ DB 


AC AF CD 


(2) 可 看 作 面 积 法 的 转化 ， 


1 
AB 2 AB * ADcos Z BAD Sano _ DB 


| -人 
$i 
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š BD_ P 1 G a 
证 法 2 tpe à. WD- TAB +y + xC. XAD #E ¿BAC 


的 角 平分 线 上 ， 所 以 
AÈ, 


D= qE ; 
Iai [dl 


k k 
BEPARI 


148| BD _AB 
Gan PA perac 


性 质 3 车 4D 是 A4BC 中 ZA 的 角 平 分 线 ， 由 角 平 分 线 的 性 质 


2, lz a z 
g-t laci AC |ac|AB + |ABIAC 
14B| laB|+ jaci ` 

c| 


[019.1] EENIA EMEH . 
证 明 如 图 9-3,4C - BD =(AB + BC) - (B + BÀ) =| BÈ)? - |AB|? = 
0, AČ 1 BD. 


图 9-3 
— AB 
[819.2] camp aB AC (E A Hh 本 =0 且 
1 三 | acl 
Aj a 
-一 -一 -十 , RJ AABC . (2006 
i aT ABCH). (2006 RAER) 


A. 等 边 三 角形 B. 直角 三 角形 
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c TR D. 三 边 均 不 相等 的 三 角形 
E +- 和] 到 =0 说 明了 ¿4 的 角 平分 线 与 8C mn, 
|48] MGI 

AB AC 

WAB =4C; 而 -一 -一 -= 二 说 明 A4=60° ， 所 以 A4BC 为 等 边 三 
| 三 | ME 2 

角形 . 


[949.3] 如 图 9-4， 经 过 LXOY 的 角 平 分 线 上 点 4， 任 作 一 直线 
与 Of 和 OY 分别 交 于 已 和 Q@， 求 证: ap t oo WN. 
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图 9-4 


证 明 过 4 作 04 WRX OX A OY FRAIS, W AORS 是 等 腰 


= 角形 ， 则 
=7_73 ne [ORI — 103| — 
20A =0R +08=— 0F + — 00, 
[OP] 1001 
IoR| |08 zh ae 
IT P, A, Q 三 点 共 线 ， 所 以 <l + Lasi =2, m |OR]=|0$] ， 
loP| 100| 
所 以 
Ei POE Ee 1 
OP t 0Q7 OR 
此 题 有 另外 两 种 表述 形式 . 


如 图 9-5， 已 知 为 <P 平 分 线 上 任意 一 点 ， 过 下 任 作 两 条 直线 
4D 和 BC 交 LP 的 两 边 于 4,D, B, C, RiE: p * PD PB PE 
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BENO, A, BRIR, Ep I Wa i 时 ， 
连接 p 04 ,9 OB 两 个 向 量 终点 的 直线 通过 一 个 定点 . (提示: 设 定点 
为 C, Bu, 0C= 04 + 08) 

【 例 9.4】 在 直角 坐标 系 中 , 已 知 点 4(0,1) 和 点 8( -3,4) ， 若 
点 C 在 L408 的 平分 线 上 且 10C|=2, 则 0G=  . 

解 
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pes [98 SE) = (+ 3.0) 
IORI 10B 

=(0,a) + (- 34,$4)=(-34,34), 

P=2 + Baa 


loč! A=, 


ma, piad- [| -10 30), 
5 5 
[019.5] 已 知 A4BC 的 三 顶点 坐标 4(1,2) , B(5.5) , C( - 2, 


6) , R Z BAC 平分 线 AD 所 在 直线 方程 . 
解 研 =(43) ,和 C=(-3,4) , 则 厄 和 有 AC 方 向 上 的 单位 向 


nama (3) -E waT s (E3) (-2.3)- 
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LIR, 则 ku =7， 从 而 y-2=7(* -1)， 即 7e -y-5=0. 


[019.6] 在 A04B 中 , 04=a ,08=b ,0D 是 4B 边 上 的 高 , 车 
AD =AAB. RA. 
#1 HAD=-AAB. (mm OD=-(1-A)04+A0B=(1-A)a+ Ab; 
而 0D 是 48 边 上 的 高 , WOD -AB =0 , IB OD - (OB - OA) =0 , 所 
DL[(1-A)a+Ab]-(b-a)=0, #3}A(b -a)° =a- (a-b), Hl 
a- (a-b 
4 


a-(b-a) 


解 2 如 图 9-6, AD =40cos40AB = |a|- II af ， 又 4D= 


_a:(a-b) 
Alb -al ， 解 得 A TET 


两 种 解法 各 有 特色 .解法 1 无 需 看 图 ， 依 照 题目 条 件 列 式 子 计算 
几何 即 可 ; 解法 2 更 注重 与 图 形 结合 ， 解 题 步骤 更 简略 . 


o 


4 p B 


图 9-6 


[949.7] 如 图 9-7， 已 知 C 为 线段 48 上 的 一 点 , 满足 |P4|- 
PA-P PB. PO 
IPAL PHL 
AC „Pi BÀ _ 
FW 
PA:PC PB:PC 
IPALI IPB  IPAUIPCI |PHIIPOI' 


IPB|=2 , |P£ - PB|=2 ó , 


;1 为 PC 上 一 点 , H 


LS 单位 向 量 


22.3 AG 
Z¿APC= ¿BPC ; xBisBA ra| taa, , WITE Z PAC 的 平分 
IaP| laci 
BB 
级 上 ,所 以 1 是 A4BC 的 内 心 . fE ID L ABD. M-a RR B 
1 


HE BA LAHE BD 的 长 度 . 


4 CD 


= 


图 9-7 


设 A PAB 的 内 切 贺 与 三 边 分 别 切 于 D, E, F, WAD - BD=AF - 
BE=PA -PB=2, XAD + BD= |BA|I=|PA -PB|I=2Y5 , 解 得 BD= 
-1. 

【 例 9.8】 如 图 9-8， 平 行 四 边 形 ABCD th, LA 和 ZB 的 角 平分 
REFAE, ¿C 和 LD 的 角 平 分 线 交 于 点 G,， 求 证: EG // BC. 


p c 


SA 
> 


A B 


图 9-8 


证 明 设 角 的 单位 向 量 为 a , 4D 的 单位 向 量 为 5 , WLAE=m(a + 
b) ,BE=n(-a+b) ,CC=-p(a+b) ,De =q(a -b) ; th AB =DC, 
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AÉ + EB = DQ + GC Ë] m(a +b) -n( -a +b) =q(a - b) +p(a +b) 
f#m+n=p+q,m-n=p-q, Wm=n=p=q, AT 
EG=EB + BC +CG=-m(-a +b) + BC - m(a + b) =BC - 2mb, 
所 以 EG/ BC. 

【 例 9.9】 如 图 9-9，A4BC 中 , D 和 EE 分 别 在 4B8 和 AC 上 , H 
BD=CE , M 和 NN 分 别 是 BC 和 DE 的 中 点 ,那么 NM 与 ¿A 的 角 平 分 
线 47 平 行 . 


AB_n _BT, =: m AB iait Die + EC _ 2 NM 

AC” m TCO O5 mtn m+n “m +n 
特别 地 ， 当 m =n =1 时 ， 此 表达 式 的 几何 意义 为 等 腰 三 角形 的 角 

平分 线 和 底 边 上 的 中 线 重合 . 


有 兴趣 的 读者 可 证 明 更 一 般 的 结论 : 如 图 9-9，D 和 分 别 在 


AABC 的 边 48 和 4C I, MAIN SPINES BC HIED k, 且 便 = 人 = 


BD kit, NM 与 LA 的 角 平 分 线 AT 平行. 


【 例 9.10】 如 图 9-10， 四 边 形 ABCD 中 , AB 1 AD , BCLCD， 
BA 和 CD 3 T E, AD 和 BC 2 T. F, 求证 : LE 和 ZF 的 角 平分 线 互相 
FH. op 

证 明 设 E4, ED, FC , FD 的 单位 向 量 为 e, , e, , e. e, Wk 
ZE 和 LF 的 角 平分 线 交 于 点 6， 则 
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图 9-10 


EQ. FE=m(e + e,) ° nle, +e,) =mn(e, ey +e, * e,) =0, 
所 以 EG LFG. 

【 例 9.11】 如 图 9-11， 在 平行 四 边 形 ABCD 的 BC 和 DC 边 上 分 
别 取 入 两 点 , 使 得 BE = DF , ük DE 与 BF 交 于 G, 求证: AG Y. 
分 LBAD. (2003 年 德国 竞赛 试题 ) 
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图 9-11 


证 明 设 AB 和 4B 的 单位 向 量 为 e ft e, , WJ 
AC=(1 - m) AB + m AF = (1 -m)ABe, + mAD e, +mDFe， 
AC=(1 -n) AD + n AË= (1 - n)AD e, + nAB e, + nBE e,, 
于 是 
(1 - m)AB + mDF =nAB,(1 —- n)AD + nBE =mAD, 
两 式 联 立 解 得 
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=: We Ean 
"AD + AB - BE° 


所 以 
A= (1 - n)AD e, + nAB e, + nBE e, 


=al (h -1)ADe, + ABe, + BEe,] 
= D pAg ppl (AB - BE) e, + ABe, + BEe,] 
= AB. AD 
AB + AD - BE 
所 以 46 平 分 Z BAD. 
此 题 用 向 量 法 解决 ， 好 处 是 人手 容易 ， 无 需 多 想 ， 列 好 式 子 
Ts JA, 直 奔 结 果 而 去 . 也 可 以 用 面积 法 或 是 构造 相似 三 角形 来 解 ， 
此 处 略 . 
【 例 9.12】 如 图 9-12， 在 A4BC h, AD 为 中 线 ，AE 为 角 平 分 
线 ，EF 平行 CA 交 AD T F, RüE: CF 1 AE.: (1996 莫斯科 数学 奥 林 


(e, +e). 


匹克 竞赛 试题 ) 
ë 
E 
D 
š B 
图 9-12 
证 明 

R ABAC+ACAB 万 -1 而， 元 

Ag ABA CË, ID=- (AB +40), 
又 


AF _CE _2CE _24C_ 


AD CD CB AB+AC’ 
所 以 
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A= 2AC p. AC (AB + AÒ), A 


CAB + AC AB + AC 
从 而 

Am z_AB CA +ACAB 

CFA + A Ae 


t AE - CF =04Ẹ CF LAE. 

【 例 9.13】 如 图 9-13， 设 点 已 是 LA0B 角 平 分 线 上 的 点 , C 和 D 
分 别 在 04 MOB 上, H EB // AD , EA // BC ,求证 : AC =BD. 

证 明 设 O6 和 OB 上 的 单位 向 量 为 e, 和 e,， 并 令 0f=ae, ,08 = 
be, ,OC =ce, , OD =de, , OF =e(e, + e,) ; 由 EB// AD 44 OD - 


Of =m(OB - OÈ) , Wde, -ae, =m(be, -ee -ee) , 得 全 = z 


H EA // BC44 OC - OB =n(0f - OË) , Wee, -bes=n(ae -ee - 155. 


ee), È=- 从 而 可 得 -c=b- d; |R] lae, - ce, |= 


la -cl ; IDB|= |be, - de,|= |b -d| , 所 以 AC=BD. 
单位 向 量 还 可 以 用 来 推导 三 角 公 式 和 计算 三 角 函 数值 


B 


o € a 
图 9-13 
【 例 9.14】 如 图 9-14, 设 e 为 4B 的 单位 向 量 , He- (4B+BC+ 


TÄ) =0 得 c+ acos(90° + a) =0 , 则 cos(90° +a) = — €, Tif sina = 


全 ， 所 以 cos(90* + a) = — sina, 
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图 9-14 
设 e 为 67 的 单位 向 量 , Hi e- (AB+BC+CA) =0 得 bracos(180° -a) = 
0 ， 则 cos(180° -a) = 点， 而 cosa =b 
a a 
类 似 地 ， 若 用 正三 角形 来 算 ， 可 得 cos120* = - 十 .可 依 此 类 推 其 
他 特殊 的 三 角 函 数值 . 


， 所 以 cos(180° — a) = - cosa . 
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第 10 章 
从 平面 到 空间 


学 习 立 体 几 何 ， 要 充分 利用 平面 几何 的 成 果 . 平面 图 形 的 几何 性 
质 , 不 少 可 以 移植 到 空间 . 

所 谓 移植 可 以 分 成 两 类 : 一 类 是 平面 图 形 的 性 质 可 一 字 不 改 直 接 
“ 移 到 ”空间 ; 另 一 种 则 是 从 平面 图 形 的 性 质 “ 类 比 ” 得 到 空间 图 形 
的 性 质 . 

经 验 表 明 ， 用 向 量 法 来 研究 这 一 问题 比较 方便 ， 因 为 很 多 时 候 可 
以 平面 和 空间 共同 一 个 证 明 . 有 诗 为 证 : “平面 空间 向 量 同 ， 不 需 插 
翅 便 腾空 . 登 天 人 地 赁 加 减 ， 角 度 楼 长 一 点 通 ”. ( 此 诗 见于 湖南 教 
育 出 版 社 的 高 中 数学 教材 ， 李 尚志 作 ) 

先 交代 一 个 概念 . 我们 平时 提 到 的 四 边 形 ， 通 常 都 是 指 平面 四 边 
JÉ; 其 实 还 有 空间 四 边 形 的 说 法 . 不 在 同一 平面 上 的 四 条 线段 首尾 相 
接 ， 并 且 最 后 一 条 的 尾 端 与 最 初 一 条 的 首 端 重合 ， 这 样 的 图 形 叫做 空 
间 四 边 形 . 

【 例 10.1】 如 图 10-1， 四 边 形 ABCD, E, F, G, H AFE AB, 
BC, CD, DA 的 中 点 ， 则 四 边 形 EFGH 是 平行 四 边 形 . 

【 例 10.2】 如 图 10-2， 四 边 形 ABCD, E, F, G, H, M, NN 分 别 
JŁAB, BC, CD, DA, AC, BD 的 中 点 ， 则 EG, FH, MN ZFA O, 
且 被 0 平分 . 
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这 两 题 具 有 代表 性 : 平面 性 质 一 字 不 改 直接 移植 到 空间 . 例 10. 1 
的 证 明 略 ; 例 10.2 的 证 明 最 好 是 用 第 14 章 的 质点 法 ， 易 得 O= (A+ 
B +C+D) , 1628 EG, FH, MN 的 中 点 . 


158 


图 10-1 图 10-2 


【 例 10.3】 如 图 10-1， 求 证 : 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C L BD 的 
充分 必要 条 件 是 AB + CD = BC + 4 太 . 

此 结论 在 平面 上 是 显然 的 ， 简 单 利 用 勾 股 定理 即 可 . 

下 面 我 们 来 证 一 个 更 进一步 的 结论 : 对 于 四 边 形 ABCD , 有 


AC. BD = LBC + DA -AB - CD). 


证 法 1 两 次 运用 余弦 定理 得 


AC - BD = AB - BD + BC - BD 


=e + DA* -AB - CD). 


证 法 2 对 任意 点 0, 有 
AB? + CD - BC - AD° 


=(0B -04): + (OD - OC)? - (OC - 0B)’ - (04 - 0D)° 


é 
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-2(0B - OA + OB - OC - OC - OB - OA - ODY 


=-2(0C - OÀ) - (OD - OB) = - 2 AC - BD 
证 法 3 
AC. BD = AB - BD + BC - BÚ =AB - (BA + AD) + BC - (BC + CD) 
AB + AB - AD + BC + BÈ - CÚ 
= - AB + (AD + DB) - AD + BC + (BD + DÓ) .CD 
= - AB° +AD + DB - AD + BC + BD - CD - CD 
AB + AD + BC - CD - AC - BD, 
得 
AG. Bl) =+ (DA -AB + BC - CD). 
证 法 4 
AB: - BÈ + CIP -AD 
= (AB + BÓ) - (AB - BÓ) + (CD + AD) » (CD - AD) 


=AC. (AB - BC - CD - AD) = - 2 AC - BD. 
此 结论 有 不 少 应 用 : @D 正 四 面体 的 对 边 都 是 垂直 的 ; DRENI 


角 线 互相 垂直 ，( 一 个 四 边 形 ， 两 条 邻 边 相等 ， 另 两 条 邻 边 也 相等 ， 
这 样 的 四 边 形 叫做 第 形 ) 


【 例 10.4】 如 图 10-3， 四 边 形 48CD 中 , AB=CD , AD=BC ; M #ll 
N SAE AC 和 BD 的 中 点 , 则 MN 上 AC, MN LBD 


e 
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证 法 1 
4 MN = (MÁ + AD + DN) + (MC + CB + BN) 
+ (MÁ + AB + BN) + (MC + CÚ + DN) 
=AB + CB + AD + CD, 
4 MN - AC = AB - AC + CB - AC + AD - AC + CD - AC 
=AB - (AB + BÓ) + GB - (AB + BÓ) 
+ AD - (AD + DÓ) + CD - (AD + DÓ) 
=AB + AB - B - BC + CB - AB + AD + AD - DC 
+ CD - AD - Cp 
=AB' - BC + AD: - CD, 


即 


MN - AC= (AB -ac + AD -CD)， 


所 以 MN 上 4C ， 同 理 可 证 MN L BD. 
证 法 2 


JAB -AÈ + AD. AC - AÓ) 
- 1 AP +È -BÈ = AP + 3 -DÈ _ ge) 
CaA o 


MN - AC =y (AB + AD - AC) -A 


所 以 MN 上 AC ， 同 理 可 证 MN L BD. 
证 法 3 
2 MN = (MA + AD + DN) + (MC + CB + BN) =AD + GB, 


2 MN - AC = AD - AC + CB - AC 
= (AD +A@ - DÈ) - (C + 1È - AP) =0, 


所 以 MN LAC; 同 理 可 证 MN L BD. 
证 法 4 
2 MN = (MÁ + AB + BN) + (MC + CD + DN) =AB + CD; 


2 MN - AC = AB - AC + CD - AC 
= T (ABP + AÈ - BÓ) - T(G + AÈ - AP) =0, 
所 以 MN LAC; 同 理 可 证 MN 1 BD. 

证 法 3 将 2WVN yWORAD + CB , üE 382 MN AHRR AB + CD, 
证 法 1 的 分 解 则 可 看 作 这 两 种 分 解 的 组 合 ， 证 法 2 的 分 解 不 像 证 法 3 
和 证 法 4 那样 有 对 称 性 ， 以 致 后 来 的 式 子 要 稍微 复杂 一 些 ;其实 只 要 
再 前 进一步 ， 就 与 证 法 3 的 分 解 会 合 了 : 

rr Lt kt 
MN= (4B + AD) - y AC = CB + AD. 

证 法 1 需 多 次 将 AC 作 变形 ， 难 度 较 大 . 而 其 他 证 法 用 余弦 定理 则 

显得 简单 一 些 . 证 法 1 的 好 处 则 是 得 出 了 


MN -ACH -BC + AD - CD) 
这 一 本 质 结论 . 
本 题解 答 写 得 很 详细 ， 看 起 来 很 繁杂 . 如 果 熟 练 掌握 向 量 形式 的 
四 边 形 中 位 线 公式 ， 解 答 过 程 则 可 以 大 大 简化 . 


证 法 5 因为 WN=(WB + MD) , DB = MB -MD ， 所 以 


MN - DE = 1 (BP - MD) =0. 这 用 到 三 角形 中 线 长 公式 


【 例 10.5】 如 图 10-4， 四 边 形 ABCD 中 ,4D 和 BC 的 中 点 分 别 是 
和 N, 并 设 MN LAD, MN L BC , 求证 48=DC ; AC=BD ; MN j AB 
和 DC 成 等 角 . 

此 题 若 限制 在 平面 内 ， 显 然 四 边 形 ABCD 为 等 腰 梯形 . 此 结论 是 
和 理 可 以 移植 到 室 间 呢 ? 

证 明 要 证 48 = DC ， 只 需 证 AB = DO ， 即 证 

(AM + MN + NB): = (DM + MN + NG)’, 

亦 即 AM + MV + NÈ +2 AM NB = DM + MN: + NC +2 DM - NG, 
显然 . 
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图 10-4 


要 证 4C = BD ， 只 需 证 4 = BIP , WE (AB + BC)*= (DC + 
TB)’, JKEp AB - BC = DC - CB , Wi (AB + DC) .BC=0, BJ2 MN - 


(AÈ + DÈ - AB), 


MN - DÈ =} (4B + DC) - DC =} (D + DC - AB), 


所 以 MN - AB =MN .DC , ti AB =DC ， 所 以 MN tš AB 和 DC 成 等 角 . 

以 上 的 例题 都 是 介绍 四 边 形 在 平面 和 空间 的 统一 性 质 ， 向 量 证 法 
也 很 有 效 . 

接 下 来 的 例题 ， 则 是 将 已 知 平面 性 质 升 维 ， 向 量 证 法 也 将 随 之 
升 维 ! 

【 例 10.6】 如 图 10-5， 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ，E 和 下 分 别 是 


ze ar er 
4B 和 AD 上 的 点 ，EF 与 4C 交 于 6, 求证: E + 4F=4C- 


D g 
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tm AB.2 AD 2_AC 2, 
证 明 由 4B+4D=4C 得 454F+AF4F=AC4C3 HT E, F, G 


YP ae, MEMBER, FEDEAN, 
4C 
1672: 

类 比 可 得 : 如 图 10-6， 在 六 面体 48CD - A,B,C,D, 中 ， 一 平面 截 
平行 六 面体 三 边 AB, AA, , AD 于 E, F, G 三 点 ， 交 体 对 角 线 AC, 于 
P, Wih AG, = AB + AA, + AD ajig 

AC, -3 _AB -2 AA — AD— 
AP A =AEAE + ar^ tage 
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于 是 


AC, _AB AA, „AD 
AP AE AF AG 


特别 地 ， 当 该 截面 为 平面 4,D it, Tp =3. 
【 例 10.7】 如 图 10-7, 已 知 C 是 A4BC 的 重心 , 过 G 作 直线 与 48 和 
AC 两 边 分 别 交 于 和 两 点 , B AD =< AB , AÉ =y AC , mitja 


A Ct O 
简 证 HAB +AC=34614 DAD + E AE=34C ,所 以 生 + 铂 = 
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图 10-7 


类 比 可 得 : 如 图 10-8， 已 知 CG 是 三 棱锥-4BC 的 重心 ,过 G 作 
PH PA, PB, PC 三 棱 分 别 交 于 也 ，B,， 忆 三 点 ， HB PD=xPA ,PE= 
1 


z 


yPB , PP =: pÓ, 则 二 + 二 + =4. 


图 10-8 


注意 三 棱锥 P -ABC 的 重心 G 的 定义 是 : GP + GA + GB + GC=0 , 
HBD GP + (GP + PA) + (GP + PB) + (GP + PC) =0, 亦 即 4PE = PÁ + 
PB + PC. 


A = PA PB pg, PC 
4PC=PA+ PB + PC= D DPD + pg PE + PE PF, 


J PA ,PB , PC 
FL pp + PE * PF 


4. 即 工 + 


第 10 章 ”从 平面 到 空间 


【 例 10.8】 平行 四 边 形 对 角 线 平方 和 等 于 各 边 平方 和 = 

证 明 W (AB + AD)? + (AB - AD)? =2 (AB + AD) Rr. 
类 比 可 得 : 平行 六 面体 的 对 角 线 的 平方 和 等 于 各 校 平方 和 
证 明 如 图 10-9， 


图 10-9 


AC + BIP + DF + EC 
= (AB + AD + AE)? + (BA + AE + EH)? 
+ (DÀ + AB + BF)? + (EA + AB + BC)? 
=(AB + AD + AE)? + (BA + AE + AD)? 
+ (DA + AB + AE)? + (EA + AB + AD)? 

=4(AB' + AD + AP). 

此 题 充 分 利用 了 向 量 内 积 的 性 质 ， 计 算 当 中 无 需 展开 ， 只 需 稍 作 
观察 ， 就 能 知道 哪些 项 会 互相 抵消 ， 哪 些 项 会 被 保留 下 来 . 

【 例 10.9】 若 四 面体 ABCD 有 两 对 对 棱 互 相 垂直 ， 则 第 三 对 对 梳 
也 互相 垂直 . WM: 车 4B 1 CD ,BC 1 AD , 则 4C 1 BD. 

证 明 (HAB. CD=0 44 AC - CD + CE - CD=0 ; th BÈ -+ AD =0 8 
AC. BÈ + CD. BC =0 ; FRL AC - BD =AC - CD + AG - BC =0, 则 
AC 1 BD. 

看 到 这 一 证 明 ， 难 道 没 觉得 似曾相识 吗 ? 这 与 “平面 上 的 三 角形 
三 高 交 于 一 点 ”证 法 完全 一 样 - 

从 平面 到 空间 ， 可 类 比 的 性 质 比比 缘 是 ,熟练 之 后 ， 可 直接 写 结 
果 . 譬如 “平面 方程 为 4x + By + Cz + D=0 ， 其 法 向 量 为 (4.B,C) , 
点 P(xe,yo za) 到 平面 4x + By + Cz + D =0 的 距离 为 
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q- Am + By + Ca + D|, 

VRE+B+C 
这 就 完全 可 以 类 比 得 到 . 

利用 法 向 量 ， 点 到 平面 或 直线 的 距离 公式 可 得 到 统一 . 已 知 平面 
a 和 点 4 和 B 且 4 e a,B e a ,n 为 平面 a 的 法 向 量 , 则 点 4 到 平面 a 


dA:n| 
的 距离 d= Is] 


最 后 给 出 两 个 例子 . 例 10.10 说 明了 向 量 法 用 得 好 ， 可 以 得 出 更 
一 般 的 结论 ; 例 10. 11 则 说 明 ， 如 果 只 是 表面 掌握 向 量 法 ， 穿 新 鞋 走 
老路 ， 解 题 还 是 那么 麻烦 . 

【 例 10. 10 】 平行 四 边 形 两 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 条 边 的 平方 和 . 

如 果 仅 是 证 明 此 例 ， 很 简单 ， 看 看 例 10.8 就 成 了 .下 面 我 们 来 证 
一 个 更 一 般 的 结论 . 

证 明 如 图 10-10, AB =a , BC=b ,CD=c ,DA=d, 由 a+b+ 
c+d=0 得 a+c=- (b +d). 所 以 


B A 


M 10-10 
0< (a +c)°=- (a +c)(b+d)=-(a-b+a:d+c-b+c:d) 
shla +b - (a+b) +a +d - (a +d)? +e +b - (e +b) 
+e +d - (ce +a)°] 
slt- rdd -IP as s 


+ -AC] 
=a +P +e +d -BD - AC. 
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推论 (1) 若 四 边 的 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 ， 则 吾 +c =0 ， 
BD AB = DC ， 可 得 四 边 形 ABCD 为 平行 四 边 形 ; ) 

(2) 任意 四 边 形 中 ， 四 边 的 平方 和 不 小 于 对 角 线 的 平方 和 ; 

(3) 由 于 证 明 过 程 没有 用 到 四 点 共 面 这 一 性 质 ， 因 而 结论 (2) 
对 于 空间 四 面体 仍然 适用 

此 问题 的 进一步 说 明 ， 参 看 例 15. 3 托 勒 密 定理 . 

【 例 10.11】 空间 四 边 形 ABCD 中 , Ki E 4) AB Rs F 4) DC BUR 
的 比 均 为 ^， 则 EF = A BÓ + ç 125. 

某 资料 给 出 这 样 的 解答 : 如 图 10-11 ， 作 平行 四 边 形 CCDA 和 AG 
EAH, H y AG RHEN 


D 
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(1 +A) EF=(1 +A) (EB + HF) =A BG + (1 + A) GCC 
=A(BC + GÓ) + GC = À BC + À AD. 

这 样 的 解答 虽 不 复杂 ， 但 和 传统 的 综合 几何 作法 相 比 ， 并 没有 太 
大 优势 而且 作出 这 样 的 立体 图 形 也 要 花费 时 间 . 引入 G fa H Ik 
的 有 必要 呢 ? 

如 果 对 向 量 形式 的 四 边 形 中 位 线 公 式 和 定 比 分 点 公式 的 推导 还 有 
印象 的 话 ， 那 是 容易 得 出 下 面 解 答 的 ， 无 需 作 图 ， 也 不 要 管 4，B， 
C, D 四 点 共 面 与 否 . 

另 解 EF=EA +AD +DF ,AEF=A(EB + BC+CF) ,两 式 相 加 
得 (1 +A) EF =à BC + AD. 


PRO+AOB ROD+AOC 
或 者 利用 OF = h ，0F= Taa PRG. 
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向 量 法 与 立体 几何 


向 量 法 解 立体 几何 问题 ， 大 致 可 分 两 种 方法 ， 坐 标 法 和 非 坐 标 
法 . 本 书 重点 介绍 的 向 量 回路 法 就 是 非 坐标 法 ， 而 目前 大 部 分 资料 上 
主要 还 是 介绍 坐标 法 〈 一 般 都 是 直角 坐标 系 ) . 考虑 到 目前 中 学 教学 
和 考试 大 多 使 用 的 坐标 法 ， 本 章 对 这 两 种 方法 都 将 有 所 介绍 . 

两 种 方法 相 比较 ， 非 坐标 法 的 好 处 是 任意 选择 3 组 不 共 线 的 向 量 
作为 基底 ， 无 需 建立 坐标 系 ， 但 又 充分 具备 坐标 系 的 优点 ， 坐标 法 则 
是 建立 坐标 系 后 ， 把 所 有 问题 都 转化 成 机 械 运算 ， 无 需 再 像 以 前 的 综 
合 几何 方法 那样 想方设法 添加 辅助 线 . 坐标 法 根据 已 知 条件 求 出 相关 
点 的 坐标 ， 再 作 计算 . 计算 虽然 不 难 ， 但 较为 烦琐 ， 书 写 也 费事 . 直 
接 用 向 量 运算 求解 ， 有 时 会 更 加 简捷 . 

有 些 空间 几何 体 本 身 不 具备 垂直 关系 ， 建 立 直角 坐标 系 较为 麻 
烦 ， 这 种 题目 用 非 坐标 法 较 好 . 但 由 于 近 几 年 高 考 有 意 控制 难度 ， 且 
为 了 使 所 学 的 坐标 法 有 用 武之 地 ， 所 以 考题 大 多 具备 垂直 关系 ， 比 较 容 
易 建 立 坐标 系 . 又 由 于 现在 是 过 渡 时 期 ， 所 以 很 多 题目 用 综合 几何 方法 
也 能 比较 方便 解决 . 高 考 所 提供 的 参考 答案 通常 会 给 出 两 种 方法 . 

首先 用 向 量 法 来 证 一 些 立体 几何 常见 性 质 . 

性 质 1 垂直 于 同一 平面 的 两 直线 平行 . 如 图 11-1, 44' La, 
BB' La, ARB PLS RR, RIE: AA’ // BB 


Fee 
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mu 
证 明 ”在 平面 c 内 过 点 4 作 互相 垂直 的 向 量 4C MAD. 设 
BB =x AC + y AD + : AA, 


BB’ - AC = (x AC + y AD +: AA) + AC =x AG =0, 


W0; 
BB? - AD = (x AC + y AD + : AA) + AD =y AD =0, re 
得 y=0; 所 以 BB?=zA4’ ,44' // BB'. 

性 质 2( 直线 与 平面 垂直 的 判定 定理 ) 如 果 一 条 直线 和 一 平面 内 
的 两 条 相交 直线 都 垂直 ， 那 么 这 条 直线 垂直 于 这 个 平面 . 

证 明 设 两 相交 直线 的 方向 向 量 为 ae 和 5 ， 则 该 平面 可 表示 为 
ma +nb; 车 ca=0,c.b=0, We-(ma+nb)=0. 

性 质 3 两 条 异 面 直线 的 距离 公式 : 已 知 两 条 异 面 直线 a 和 4 所 
成 的 角 9 ，48 是 它们 的 公 垂 线段 ，E 和 下 分 别 是 直线 a 和 5 上 的 点 ， 
设 |4E|=m, |BF|=n , |EF|=p , W d= yp -m - n° + 2mneos0. 

证 明 如 图 11-2, EP = (EÁ + AB + BF)? = EË: + AB: + BP- 
24E- BF, W| 


图 11-2 
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AB = EP: -ER -BP + 2 AE - BF, 

所 以 d= Vp — m° — n? * 2mneos8. 

注意 : 若 异 面 直线 a 和 4 RRHH O, WAE fa 了 所 成 的 角 为 
9 或 nm-0. 

性 质 4( 三 垂 线 定理 ) 在 平面 内 的 一 条 直线 ， 如 果 它 和 这 个 平面 
内 的 一 条 侍 线 的 射影 垂直 ， 那 么 它 也 和 这 条 斜 线 垂直 

性 质 5( 三 垂 线 逆 定 理 ) 在 平面 内 的 一 条 直线 ， 如 果 它 和 这 个 
平面 内 的 一 条 斜 线 垂直 ， 那 么 它 也 和 这 条 斜 线 的 射影 垂直 (图 11-3). 


人 
/| 


证 明 设 平面 内 直线 m 的 方向 向 量 为 m , 则 m* AB =m + AB’ + 
m-B'B=0; TW, m RE; AB , 487，B 有 中 的 两 个 垂直 ， 必 然 和 第 
三 个 垂直 . 

性 质 4 和 5 可 概括 为 ， 垂 直 于 三 角形 的 两 边 的 直线 ， 必 垂直 于 第 
三 边 . 
【 例 11.1】 如 图 11-4， 在 平行 六 面体 48CD -A,B,C,D th, 0 是 
B,D, 的 中 点 ， 求 证 : B,C // 平面 ODC, . 

分 析 将 以 C 分解， 再 逐一 击破 ， 以 求 用 平面 0DC, 内 的 向 量 线 
性 表示 ， 机 

证 明 B.C =B,B + B,C, =B,B + B,O + OC, =D,D + OD, + 0C, = 
OD + OC, , 所 以 B.C // 平面 ODC, . 


P 
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图 11-4 


【 例 11.2】 如 图 11-5， 已 知 正方 体 48CD - 4, BC,D 的 棱 长 为 1， 
EE 和 分 别 在 DB 和 D,C 上 ， 且 DE=D,F=Y2/3 , RE: EF 平行 于 平 
面 BB,CC. 


图 11-5 


证 明 EF =ED + DD; +D, F= BD + DD; + DC=DD + 了 (而 


+A) =CC ++ B.G, 所 以 EF 平行 于 平面 BB,C,C 
如 果 对 向 量 形式 的 四 边 形 中 位 线 公式 能 够 灵活 变通 ， 可 更 快 解 题 . 


3E EF-LDD +B- BB +E. 
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【 例 11.3】 如 图 11-6， 在 立方 体 4BCD -EFGH H, 1 和 J 分 别 是 
EF 和 BC 上 的 点 ,， 且 EI=BJ ,K 和 二 分别 是 BE 和 杂 的 中 点 ,求证 : 


EI KL 
EF “AC` 


图 11-6 
证 明 ik El=mAB, WJBj=m BC ; 
2 KË =El + B] ==(AB + BC) =mAC, 所 以 


[9011.4] 如 图 11-7, A, B, CHA, , B, , C, 分 别 是 两 直线 
上 的 三 点 ，MH，N，P，Q@ 分 别 是 44，，B4，, BB, , CC, 的 中 点 ， 求 证: 
M, N, P, Q 四 点 共 面 . 


Z 
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证 明 PO= 了 (BC + BG) =} (mAC + nah) =m MN + n NP, 


FEAM, N, P, Q 四 点 共 面 . 

【 例 11.5】 如 图 11-8， 已 知 4BCD ， 从 平面 4C 外 一 点 0 引 向 
量 OF=k04 ,OF =k08 ,0C=kOC , OH=k0D ,求证 : 四 点 E,F,G， 
万 共 面 ; 平面 4C // 平面 EG. 


证 明 
E= 0@ - OÈ =k OC - k OÅ =k AC = k(AB + AD) 
=k(0B - OA + OD - 04) =0F - OF + OH - OF = EF + EH, 
所 以 E,F,G, 有 4 共 面 ; 

EF=0F - OE=k(08 - OA) =kAB , WEC=kAC, FD EF // AB, 
EG // AC ,平面 4C // Pii EG. 

【 例 11.6】 如 图 11-9， 在 立方 体 4BCD - A,B,C,D, 中 ,E 和 下 分 
别 是 DB 和 DC, 上 任意 一 点 ，M 是 4D, 上 任意 一 点 , 求证: AAMB, // 
ADEF. 

证 明 ie DE=mDB, WDE=mDA+mDC; it AM=nAD, , W 
AM =nAD +n AA; ; 

nAB; - AM =n AB + n AA; - n AD - n AA, =n AB - n AD 


=“ (m AB + m DA) =+ DE, 
m m 


于 是 DE// ADEF ; 同 理 可 证 DF // ADEF ,所 以 AAMB, // ADEF. 


173 


174 


M... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to tducational Mathematics 


图 11-9 
此 题 如 果 抛 开 迷 惑 人 的 “任意 ”， 其 实质 等 价 于 AA4D,B, / 
ADC,B ， 而 这 是 显然 的 . 
【 例 11.7】 如 图 11-10,418,C, -ABC 为 三 棱柱 ， 记 平面 4,BC, 和 
PH ABC 的 交 线 为 1. 试 判断 直线 4 C, 和 ! 的 位 置 关 系 ， 并 证 明 . 


A c 


W 11-10 
证 明 i BE=mBÁ +nBC=mB,A, +nB,C, , 又 设 
BE =p BÀ, + q BC, =p(BB; + BA') + q(BB, + B,C,), 


可 得 
(p +q) BB; + (p — m) BAA, + (q = n) B,C; =0, 

由 于 BB, , BAA, , B,C, 不 共 面 , 所 以 p +9=0 ,pm=0 ,9 -n=0; 
BË =mB,A, +nBC=mBA - m B,C, =mCA,, 

所 以 41C, NL. 
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【 例 11.8】 如 图 11-11， 在 正方 体 4BCD - 4B'C'D2 中 ， 点 1， 
N, PÆ AB, CC' , DD' 的 中 点 ， 点 Q 是 线段 AN EWA, H 


4Q = TAN. 求证 : P, Q, M ZARR. 


证 明 
PM = PD + DÀ + AM = N + CB + (BA + AB) + AM = N +3 AM 
=3( QÁ + AM) =3 QM. 
[8011.9] 如 图 11-12， 已 知 正方 体 ABCD - A'B'C'D' th, É M 
和 内 分 别 是 楼 BB' 和 对 角 线 C4' 的 中 点 ， 求 证 : MN L BB' 


图 11-12 


证 法 1 
MN - BB’ = (MB + BC + CN) - BB 
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= (MB + (GD + DD? + DA’) ) + BB? 
= (MB + DD) - BB’ =0, 
所 以 MN L BB'. 
证 法 2 应 用 向 量 形式 的 四 边 形 中 位 线 公 式 可 快速 解 题 : 
2 MN - BB’ = (B'A? + BÓ) . BB’ =0. 
【 例 11.10】 如 图 11-13， 棱 长 为 e 的 正方 体 ABCD - A,B,C,D, 
H, E, FF 分 别 是 4B 和 BC 上 的 动 点 ， 且 AE=BF ,求证 : A'F L C'E. 
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图 11-13 


证 明 设 AE=BF=ka， 
A.F - EC, = (A,A + AB + BP) - (EB + BC + CC) 
=-a + (1 -k)a' +ka =0, 


所 以 和 FL C.E. 
【 例 11.11】 如 图 11-14， 正 四 面体 48CD 中 ， 设 高 AH 的 中 点 为 
M, MJ MB, MC, MD 两 两 垂直 
证 明 类 似 这 样 的 问题 ， 题 中 没有 提供 足够 多 的 直角 ; 建立 坐标 
系 存在 一 定 困难 ， 采用 非 坐标 法 比较 简单 
2 BM - 2 DM = (BÀ + BH) - (DA + DH) 
1 


=(BÄ +} B+ b BD)- [pá ++ DB + y 56)=0, 


ng Sci (GC 


H 11-14 


于 是 BM LDM; 同 理 可 证 MB 1 MC, MC L MD. 


【 例 11.12】 如 图 11-15， 在 边 长 为 1 的 立方 体 中 ,连接 BD 于 平 T7 
面 4CD' ZFA P, R DP. 


图 11-15 


解法 1 WA DB- AC = (DÁ + AB +BB’) - (AB + BC) =0 , W 
DB' 1 AC; 同 理 DB' L AD' ， 所 以 B'D 上 平面 4CD' . 
pp B'A-B'D (BB'+ BA) . (B'B + BÁ + AD) 


PD 3B-BD — AD. (BB + BÁ + AD) 
所 以 pp=+ /rrr 


解法 2 根据 对 称 性 可 得 点 是 AACD 的 重心 ， 
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BILDP =+ / + rr 


【 例 11.13】 如 图 11-16， EXI% ABCD - A,B,C,D, 棱 长 为 1，M 
和 NN 分 别 在 4,8 , B,D, E, RMN 长 度 的 最 小 值 . 


D, G 


LAA 


G) 


M 11-16 
分 析 “由 几何 知识 可 得 重 线 段 最 短 . 
解法 1 iRMMAV=p BAY. B N=qB.D., h MN-A,B=0, W 
(MA, + A,B, + B,N) + (A,A + A.B.) =0 


得 1 -q=2p; 同 理由 MN B,D, =0 441 -p=24 , Mitp=q=4 


|MN|=|MA; + A,B; + BN| =} IBR; +34,8; +B,D;| 


=1 |a DE 
解法 2 以 D 为 坐标 原点 建立 坐标 系 , 设 A(1,0,0) ,4,(1,0,1) ， 
B(1,1,0) ,B,(1,1,1) , C,(0,1,1) , D,(0,0,1) , WAB =(0,1, 了 
DB, =(1,1,0) ,4C, =(-1,1,0) , 4B, =(0, - 1, -1) , 设 MN 是 直 
$ B,D, S AB RAER, HAM =m, =(0,m, -m) , DN =n D.B; = 
Cn,n,0) ， 则 


第 11 章 “向 量 法 与 立体 几何 


MN = MA + A.D, + D N 
=(0, -m,m) + (-1,0,0) + (n,n,0) 
=(n-l1,n-m,m), 
MN -A,B=(n-1,n -m,m) » (0,1, - 1) =n -2m=0, 
MN -DB =(n -1,n -m,m) ° (1,1,0) =2n -1 -m=0, 
Minz, meg MN=(- T.T.) ， 所 以 IHN- 9. 
解法 3 如 解法 2 设 坐 标 系 , Bn = (x,y,z), Ë n A=0 得 
y-z=0; hn- DB, =0 x +y=0; R n=(- 1,11), W d = 
IDA -n| 5 


[a| $: 
解法 3 使 用 了 投影 的 思想 ， 显 得 更 简单 . 
【 例 11.14】 如 图 11-17， 已 知 正四 面体 0 -ABC ， 已 和 严 分 别 是 
AB 和 OC 的 中 点 , SR OE 与 BF 所 成 角 的 余弦 . 


o 


图 11-17 
解 ” 设 正四 面体 棱 长 为 1， 
1 =. =. 18 
ER |2 (94 + 0B) - (B0 + + 00) 
|OE||BF| lOE||BF| 


cos 


ajujnj= 
" 
wl 


【 例 11.15】 如 图 11- 18, 已 知 直 三 棱柱 ABC - A,B,C, H, 
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Z ACB =90° , ¿ BAC =30° , BC =1 , AA, =,6, M Æ CC, 中 点 , 证明 : 
AB, LAM. 


图 11-18 
证 明 1 由 LA4CB=90°, LBAC=30° , BC=1 , 得 4C=. 


AB, - AM = (AC + CB + BB.) (J74 +49) 
: 
= AG - AA = 3) io 


所 以 AB, LAM. 
证 明 2 以 C 为 坐标 原点 , 设 A(y3,0,0) , B(0,1,0) , C(0,0, 
0) , A,(43,0, 46) , B,(0,1, 46) , C, (0,0,46) ， u(o,0,%) , AB, = 


(485146) „AM =(- 5,0, - 6). 


有 AB -AM =3 -3=0， 所 以 4B， L A.M. 
[611.16] 如 图 11-19， 在 直 三 棱柱 4BC - A,B,C, 中 , AC =3 , 


z 
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BC=4, 44,=4,4B=5 ,点 D 是 4B 的 中 点 ，(1) 求证 ;AC L BC, ; 
(2) 求证 : AC, 人 /平面 CDB, ; 


c, B, 


11-19 


证 法 1 (1) hAC=3,BC=4,AB=5 , (BAC 1 CB ; AC- BC 
=AC. (BC + C0) =0 , AC 1 BC,. 

(2) AG -AD + DC + CC, =DB + DC + BB = DC + DB. , 而 4¢ 平 
fi CDB, , # AC, 人/ 平面 CDB,. 

证 法 2 由 4C=3 ,BC=4 ,4B=5 , 得 4C LCB; 以 C 为 坐标 原点 
建立 空间 坐标 系 ， 设 A(3,0,0) , B(0,4,0) , C(0,0,0) , B,(0.4.4), 
D2(3,20) ， 

(1) C=(-3,0,0) , BC’=(0, -4,0) , 所 以 AC BC, =0 ,AC 1 
Bc,. 

(2) 设 CB, 与 C,B 的 交点 为 E, 则 E(0,2,2) |DE=[- 20,2) y 


AC; =(-3,0,4) , IVA DÉ =+ AC; , DE //AC;; DE C 平面 


CDB, , AC, Z Yii CDB, ， 所 以 AC, // 平面 CDB, . 
[11.17] 如 图 11-20， 已 知 长 方 体 ABCD - A,B,C,D, , ABCD 
是 边 长 为 1 的 正方 形 , 44, =2 ,点 为 CC, 的 中 点 , RAC 到 平面 


181 


182 


图 11-20 


解法 1 设 n=xDA+yDC +z DD, HP BDE 的 法 向 量 ， 由 
DB =O <= - yi hn- DE =0 得 y=-2:; 所 以 n=2DA-2DC+ 
DD; , 


即 点 C, 到 平面 BDE RERA Ê. 

解法 2 以 D 为 坐标 原点 建 立 坐 标 系 ， 设 D(0,0,0) , B(1,1,0) , 
C1(0,1,2) , E(0,1,1) , DB=(1,1,0) , DE=(0,1,1) ,CE=(0,0,-1)， 
设 面 BDE 的 一 个 法 向 量 为 n=(x,y,z) ， 则 有 nn* DB =0 ,n -DE =0 , 得 
x +y=0 ,y+z=0. 令 x=1 得 y=-1,z=1,， 即 nm=(1,-1.10) , M BDE 
取 一 点 ， 故 GIE 在 法 向 量 n 上 的 射影 的 长 度 为 


即 点 C, 到 平面 BDE 的 距离 为 /3/3 . 
两 种 解法 本 质 一 致 ， 解 法 1 写法 上 显得 简略 , 若 利用 体积 计算 则 
更 简明 : 容易 求 出 四 面体 C,DBE 体积 为 /6 ， 正 三 角形 DBE 面积 为 


* 
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V3/2 ， 故 点 C, 到 平面 BDE 的 距离 为 


1 6.6 
6277 


注意 5 是 CC, HA, KU C, 和 C 到 平面 BDE 的 距离 相等 ， 就 更 
容易 解决 了 . 

【 例 11.18】 如 图 11-21， 在 直 三 棱柱 4BC -4,B,C, 中 ,4B = BC， 
D、E 分 别 为 BB, 和 4C, 的 中 点 . 

(1) HEB]; ED 为 异 面 直线 BB, 与 AC, WARR: 

(2) 设 44, =4C = JZ AB, RTh A, -AD - C, 的 大 小 . (2006 
年 全 国 高 考试 题 ) 


4 


图 11-21 
证 法 1 


P. 
DE - BB; = [BÀ + + AC): BB; =0, 
于 是 DE 1 BB,. 
DE - AC; = (BÀ + + AÓ) - (AÓ + CC;) =(B + AÓ) :AC=0, 
于 是 DE LAC, ， 所 以 ED 是 异 面 直线 BB, 与 4C, WAER. 


i n =< AB +yAC + z AA; HPT ADA, 的 法 向 量 ,由 n* AA, =0 得 
z=0; 由 m :本 -0 得 zx=-y; Mjn=AB-AC; 设 m=rAB+sAC+ 


E 
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AA, 为 平面 4DC, 的 法 向 量 , hom -AE =0 得 r=0; 由 n -AD =0 得 


; Wm=4C AA; ; cos(m n) = 到 [= -二 ， 则 mm fin t03e 


S= 


角 为 120。， 二 面 角 4, -AD - C, 38 60°. 

证 法 2 以 4C 中 点 0 为 坐标 原点 建立 坐标 系 ， 设 4(a,0,0) ， 
B(0,b,0) , B,(0,b,2e) ，C(- a,0,0) , C,( ~ a,0,2e) , E(0,0,e) ， 
D(0,b,c) , W ED = (0,b,0) , BB,=(0, 0, 2e), AC'=( - 2a, 0, 
2e), TJEED - BB'-O, ED- 4620， 所 以 ED 是 异 面 直线 BB, tš AC, 
WAER. 

不 妨 设 4(1,0,0) , W B(0,1,0) , CC- 1,0,0) , A, (1,0,2) , BÈ 
=(-1, -1,0) ,B=(-1,1,0) ,AM =(0,0,2) , EC=(-1,0,1), 
BC, - AB =0 , BG - AA, =0 , 所 以 BCL 平 面 44D 同 理 可 证 BC 上 平面 
CAD, 


cos( Bi 


则 二 面 角 4, -AD - C, 29 60°. 
【 例 11.19】 如 图 11-22， 四 棱锥 S-ABCD 的 底面 是 正方 形 ， 每 条 
侧 楼 的 长 都 是 地 面 边 长 的 V2 倍 ，P 为 侧 棱 SD 上 的 点 . 
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(1) 求证 : 4C1SD; 

(2) 车 SD 平面 PAC, 求 二 面 角 P-4C -D 的 大 小 

(3) 在 (2) 的 条 件 下 ， 侧 棱 SC 上 是 否 存 在 一 点 E, W BE// 
平面 PAC. 车 存在 , 求 SE: EC 的 值 ; 若 不 存在 ， 试 说 明理 由 . 

解法 1 (1) 设 4C 交 于 BD 于 0 , 易 得 SO 1 平面 48CD. 设 底面 


边 长 为 a， 则 高 SO = ç, 以 0 为 坐标 原点 ， it slo.) ， 
p[- 2a,0,0) ,clo; Pao). 0C- [Ú 2, .0) > sp=[ - 2 Zao, -2 ， 
OC- SD =0 , HOC L SD, IAC 1 SD. 


(2) 平面 PAC 的 一 个 法 向 量 pS= (La o Ka) ,平面 D4C 的 一 


个 法 向 量 OS 


oo.) ， 设 所 求 二 面 角 为 6 ， 则 


所 求 二 面 角 的 大 小 为 30°. 


(3) D= (2a,0, £a)» -2a £a), ik CE= (CS, WJ 


BE=BC+ CE=BC +, CS = -a -1 Lai) > # BÉ. DC=0， 
Wh, 即 当 SE:EC=2:1 时 , BE L DS ; 而 BE 不 在 平面 PAC 内 ， 


故 BE / 平面 PAC. 

解法 2 (1) 设 4C 交 BD 于 0, MRI SO L AC. 在 正方 形 4BCD 
中 ,4C L BD, LLAC 1 平面 SBD , 得 4C 1 SD. 

(2) 设 正方 形 边 长 为。 则 SD=5a. X 0p= 2, ,所 以 250D= 


60°, ë OP , 由 (1) 知 4C 1 平面 58D, 所 以 4C L OP, H AC 1 
0D, 所 以 Z POD iif P - AC -DD 的 平面 角 . 由 SD 上 平面 PC , 知 
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SD 1 OP , 所 以 Z POD =30° ， 即 二 面 角 P -AC - D 的 大 小 为 30°. 
(3) HEH SC 上 存在 一 点 E, 使 得 BE / PH PAC, h (2) 可 得 


， 故 可 在 SP 上 取 一 点 NN ,使 得 PN=PD , XEN YE PC 的 平行 


线 与 SC 的 交点 即 为 E. W BN, 在 ABDN 中 知 BN // PO ,又 由 于 
NE //PC ， 故 平面 BEN // 平面 PAC ,得 BE // 平面 PAC ,由 于 SN:NP= 
2:1, 故 SE:EC=2:1. 

【 例 11.20】 如 图 11-23， 在 四 棱锥 P -ABCD 'h, N€ ABCD 是 
正方 形 ， 侧 棱 PD 上 Pii ABCD, PD=DC , E J PC 的 中 点 ， 作 
PB % PB + F. 求证，(1) PA / 平面 BDE ; (2) PB 1 Pii EFD , 
(3) 求 二 面 角 C -PB - D 的 大 小 . (2004 年 天 津 高 考试 题 ) 


PD= 


p 


图 11-23 
证 法 1 (1) PÁA=PË + EB + BA=EC + EB + CD = ED + EB , ii 
A ¢ Fii CDB, , ik PA // 平面 BDE. 
(2) PB. DE=(PD + DÀ + AB) - }(DP + DÓ) =DP - DC =0 , 
所 以 PB 1 平面 EFD. 
(3) 由 (2) 知 , PB 1 DF , É LEFD 是 二 面 角 C - PB -万 的 平 
面 角 , H DE LEF. 设 48 为 1. 则 BD=Y2 ,PB= ,PC=/2 , DE = 
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Z ,在 RLAPDB 中 ， p= PD. BD $, 在 RLAEFD th, sinEFD = 


mS -1 SUHM C-PB- = 
DF=2， 得 人 EFD=3 ， 所 以 二 面 角 C - PB - D RKA 3 + 
证 法 2 以 D 为 坐标 原点 建立 空间 直角 坐标 系 , 设 DC =a. 
(1) 证 明 连接 4C 交 BD FO, 连接 E0, 设 A(a,0,0) , P(0,0， 


a), EO, $, 2), 0[2.2.0] H PA = (a0, - a), EO = 
(4.0, - 全 ,于 是 而 =2 Ed ， 所 以 PA/ 平面 EDB. 

(2) 证 明 Bla,a,0) ,PB=(aaa, -a) , DE=(0,9,9) , PE- 
Ë ; 
DË=0 + - =O, 于 是 PB L DE. 由 已 知 EF LPB, B EF N DE= 
有 ,所 以 PB 上 平面 EFD. 

(3) 解 设 F(x0,y0,5) ,PF=A PB, 好 (xz0,90,50 -a)=A(a,a, 
-a), Tjkxe=Aa ye =a ,j=(1 -A)a, 所 以 


-mt -nt -aj=(-Ae, 人 (全 -Aje.(A- He) 


由 R M-A + [1 -A) j -(a -4e =0, 得 = 二， 


LES , HFÈ = -PP =S 
rs? 6 


Rg 8: 73 
Bmg, HD PB LAFD, 故 LEFD 是 二 面 角 C- 


2 
a 
PB -D 的 平面 角 . FÈ - FD. -Eats 二 


cos Z EFD = 


187 
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得 CEFD =° 所 以 二 面 角 C - PB - D 的 大 小 为 他 


最 后 给 出 一 个 用 坐标 法 难以 处 理 的 问题 ， 供 大 家 探讨 . 

【 例 11.21】 长 方 体 对 角 线 长 的 平方 ， 等 于 长 、 宽 、 高 三 边 的 平 
HM. 那么 反之 , 已 知 平行 六 面体 的 一 条 体 对 角 线 长 的 平方 等 于 从 对 
角 线 一 端 引出 的 三 条 棱 长 的 平方 和 . 问 这 个 平行 六 面体 是 否 一 定 是 长 
方 体 ? 

解 (注意 证 明和 求解 的 差异 ， 不 要 都 写成 证 明 ) 如 图 11-24， 由 
向 量 加 法 可 得 AG= AB+AD + AE ; 根据 条 件 ， 有 长 度 关系 AC =AB + 
AD + AÈ ; Wiio AB + AD + AD + AÈ + AÈ - AB =0, WAB- 
ADcos Z BAD + AD + AEcos Z DAE + AE + ABcos ¿LEAB =0; 显然 当 
Z BAD = LDAE = LEAB =90° 时 ， 此 等 式 成 立 . 但 反 过 来 呢 ? 


图 11-24 

当 平行 六 面体 不 是 长 方 体 时 ， 也 是 可 以 找到 满足 条 件 的 例子 的 . 

譬如 :48=4D=2V2 ,AE=1 , Z BAD=60° , £ DAE= Z EAB=135° ,此 

H} AB + ADcos £ BAD + AD + AEcos £ DAE + AE + ABeos LEAB =0. 显然 
这 样 的 平行 六 面体 不 是 长 方 体 ， 从 而 结论 是 否定 的 
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很 多 资料 介绍 向 量 法 解 题 ， 总 是 强调 将 其 转化 成 坐标 法 .鉴于 这 
方面 的 论述 已 经 很 多 了 ， 所 以 本 章 的 重点 在 于 讨论 ， 向 量 法 解 解析 几 
何 问题 与 坐标 法 的 不 同 之 处 . 

解析 几何 问题 一 直 以 来 是 用 坐标 法 来 解 的 . 那么 向 量 法 能 否 取 而 
代 之 呢 ? 有 人 会 说 : 我 们 可 以 找 很 多 题目 来 试验 一 下 . 这 确实 是 一 种 
方法 ,但 根本 的 方法 是 用 向 量 法 把 解析 几何 解 题 的 基本 工具 推导 
性 质 1( 平 面 两 点 间 的 距离 公式 ) ”平面 上 两 点 4(x y) 和 B(x, ,3,) 
的 距离 是 4B = V(x =)? + (y 一 为 ) 

从 平面 上 任 一 点 4(z ,yi ) 出 发 到 另 一 点 B(x; 六) ,AB 的 坐标 是 

AB=0B - OA = (x,,7:) - (y) = (as — araya > 5), 
向 量 的 坐标 等 于 它 的 终点 坐标 减 去 起 点 坐标 .48 的 距离 等 于 AB = 
(as -2,7 -71) 的 模 , |AB|? AÈ = (x, -x,)? + (y, 一)”, 所 以 AB= 
VG - m) + (n =)”. 

性 质 2( 线 段 定 比分 点 公式 ) ”如 果 线 段 48 的 端点 分 别 是 4(x, sya) ， 
B(xp,Yn) , P(2p,Yp) 分 AB 所 成 的 比 为 A=AP/PB , WJ 

x, + Àx, Ya + Ays 
di Tik S ET 


(A #-1). 


x, 
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这 由 向 量 形式 的 定 比分 点 公式 OP = D eaat 容易 推导 得 到 . 


性 质 3 RR 的 图 像 的 形状 和 位 
置 . 其 中 4，B，C 是 实数 ， 且 4 和 8 不 全 为 0. 
解 由 于 4 和 8B 不 全 为 0， 至少 有 一 组 解 (xm,yo) ， 使 得 4xo + 


By, + C=0 (BPU A +08, (- Êo) 是 解 ; 当 B ont, (0, - S) 


是 解 ) . 

Ax +By+C=0 减 去 4xo + By, + C=0 , A(x - xo) + B(y- y) = 
0 ， 化 为 内 积 形式 (A.B) + (x — sy -为 ) =0 ， 其 几何 意义 是 (4,8) L 
PIB, JEP P.G 70) 是 图 像 上 的 固定 点 ,P(x,y) 是 图 像 上 任意 一 点 
用 几何 语言 描述 : P 在 过 点 P, 且 与 n=(4,8) 垂直 的 直线 1 上， 方程 的 
图 像 就 是 直线 1. 

性 质 4( 点 法 式 方程 ) 直线 /垂直 于 非 零 向 量 (A.B) 且 经 过 点 
P,(xo,ya) ， 求 直线 【的 方程 . 

解 平面 上 任 一 点 P(x,y) 在 直线 ! 上 的 充分 必要 条 件 是 (4,B) 上 
PP, W (A,B) (xe) =0, A(x -加 ) + B(y- y) =0. 

定理 任意 一 个 二 元 一 次 方程 Ax + By + C=0 (A 和 B 不 全 为 0) 
的 图 像 是 与 m= (4,B) 垂直 的 一 条 直线 . 反之 ,直线 1 垂直 于 已 知 非 零 
向 量 n= (A.B) ， 且 经 过 已 知 点 P(xo,%6) ， 则 1 的 方程 为 (4,B8) + 
(x -xoy = Yo) =0. 经 过 整理 可 化 为 一 般 的 二 元 一 次 方程 4x + By + C 
=0 (4 和 8 不 全 为 0) 的 形式 ， 一 般 称 之 为 直线 的 一 般 式 方程 ， 其 中 
n=(A,B) 称 为 直线 1 的 法 向 量 . 

性 质 5( 直线 的 两 点 式 方程 ) EAP AC y) 和 B(a,.y,) ， 
则 直线 AB 的 方程 为 (3 -mm)(z — x.) - (mm — a )(y - y) =0. 

解 设 点 P(x,y) HRAB 上, WJAP AB , 有 (xz-xy-y)A 
(tm), W Cy n(x) - (a, -u(y - y) =0. 

性 质 6。 若 直线 1 的 斜率 为 ， 则 向 量 O ,k) PFL 

证 明 BACE yi) 和 8(x,y,) 是 直线 上 任意 两 点 ， 则 


“Ne 


在 
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TC n) M (120 
— 


FAB // (a). m (a). 

直线 方程 中 使 用 较 多 的 是 点 斜 式 ， 使 用 点 余 式 方程 不 能 遗 滑 斜率 
不 存在 的 情况 ， 所 以 必须 分 情形 讨论 ; 而 使 用 直线 的 方向 向 量 和 法 向 
量 来 解 题 ， 可 以 避免 讨论 

由 于 直线 Ax + By + C=0 的 法 向 量 (A,B) 比方 向 向 量 (B, -4) 更 简 
单 ， 更 容易 记忆 ， 所 以 解 题 时 使 用 更 多 的 是 法 向 量 ， 而 不 是 方向 向 量 ， 

直线 At + By + C=0 的 方向 由 法 向 量 a= (A.B) 决定 ， 由 两 条 直线 
的 法 向 最 之 问 的 关系 就 可 以 确定 两 条 直线 的 位 置 关系 

性 质 7 设 两 条 直线 1， 和 4 的 方程 分 别 为 hx + Biy + C, =0 RL Ax 
+By+C=0, 则 

O) 两 直线 平行 ， 则 它们 的 法 向 量 平行 ， 存 在 实数 0， 使 得 
z =kA, , B, =kB, , C, # kC, . 

(2) 两 直线 重合 ， 则 它们 的 法 向 量 平 行 ， 存 在 实数 上 地 0 ， 使 得 
A, =kÀ, , B, =kB, , C, =kC, . 

G) 两 直线 垂直 ， 则 它们 的 法 向 量 垂直 , AA + B.B, =0 

(4) 两 直线 相交 ， 则 它们 的 法 向 量 不 平行 , 4,8 #48,- 

(5) 4 fll, fh a 的 余弦 

|A,A, + B,B, | 
VAF + B? JAF + BE 
其 中 ， 两 直线 的 夹 角 a 的 大 小 规定 在 [0,5/2] 内 ， 因 此 当 法 向 量 的 炎 角 
0 满足 0 < 9 < 至 时 , a=0; 当 法 向 量 的 夹 角 9 宇 邓 时 ,a =m -9. 

ERS EAER A A WEERA k Bk , 4， 绕 交点 逆 时 针 旋转 到 
与 4 重合 时 所 旋转 的 最 小 正 角 为 9， 则 an0 =E i 
证 明 两 直线 的 方向 向 量 为 (1,h) 和 (1,) ， 则 

1 + kk, 


cosa = 


eosg = 
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易 验 证 (- k1) 与 (1, 和) 垂直 且 大 小 相等 ， 则 


sing = 


所 以 


性 质 9( 点 到 直线 的 距离 ) 平面 内 一 点 P(*。,%) 到 直线 1: Ax + 
By + C =0 的 距离 为 
Axa + Bys + C 
vz J 
证 法 1 过 尸 向 直线 作 垂 线 段 交 直线 于 MW; 直线 Ax + By + C=0 的 


法 向 量 为 n= (A.B) ， 则 单位 法 向 量 为 m =- = , AT P = 


+ dn, (注意 : BM 与 m 的 方向 可 能 相同 ， ENERE) ; 
jasá (A,B) 
Var 


(xs 一 mw 一 加 


将 之 代 人 4x + By + C=0 得 


*d 


Atas 4 ea t n * e=, 

即 

|Ax + By, + C| 
WMF 


证 法 2 如 图 12-1， 过 尸 向 直线 作 季 线 段 交 直线 于 M; 


d= 
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图 12-1 


PG -n| | — tasya = ya) * (A,B K. 
d= |PM|= |PQeos0l= |2 n = (CEE n- (A.B)| 5 


A(xo ~ xo) +BOn — yo) | _ Axo + Bys — Axo - Byọ| 


lal [n] 

„lAn + By + C| 

= m . 
证 法 3 

q- (G -xm =) * (A.B) | Ax + Byo + C| 
J +B MET 
性 质 10( 两 平行 直线 的 距离 ) ” 设 两 条 平行 直线 上 和 的 方程 分 别 
Ic, -Gl 


H Ax + By + C, =0 fl Ax + By + C, =0 , WJ a= 


JAE 
证 明 在 4 上 任 取 点 P(xs,) ， 则 点 已 到 上 的 距离 为 
laxo + Ba + G, | _ |C, -cl 
VR+B MW 
性 质 11( 面积 公式 ) 以 向 量 (a,.b,) 和 (a,,b,) 为 相 邻 两 边 的 平 
行 四 边 形 面积 为 |a,6, -bal ; 以 向 量 (a,,b,) 和 (a,,b,) 为 相 邻 两 


边 的 三 角形 面积 为 二 las -bal 3 
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证 明 AMBC 中 , 20-a ,GH 才 ， 则 Swwe= Vlal [bP -Ga -D7 
Sa =D lal lblsin(a b) =} la] |b| VT = cola eB) 
=L Jafe- Ga + by. 
#AB=(x..y) ,AC=(x.) ， 则 Soc = 二 [ss — | * 
Saue = 1. J ABI ACP - QB -A07 


= Vl +Y) (l +y = (Gas +y)” = ylen -ay 
面积 相关 问题 ， 使 用 向 量 外 积 容易 证 明 . 由 于 向 量 外 积 超出 中 学 
数学 范围 ， 此 处 略 过 
性 质 12 圆心 为 0(a,b) ， 半 径 为 r 的 圆 的 标准 方程 为 
(x-a) +(y-b) =P. 
证 明 设 圆 上 任意 一 点 P(x,y), 则 108|=r， 即 |(z -asy b) l= 
六 所 以 (zx -oa + (y =b) =r. 
性 质 13 设 4(xo,o) EW C: + 六 = 产 上 一 点 ， 则 过 点 4 且 与 贺 
C 相 切 的 直线 方程 为 mux + yoy =r. 
证 明 DA= (aoyo) 是 所 求 直线 的 法 向 量 ， 则 直线 形 如 : mx + ay= 
C ,将 圆 与 直线 的 交点 Alayo) 代入 ， 可 得 moz + yayar. 
性 质 14( 平 移 公 式 ) 设 函 数 y=/(x) 的 图 像 按 向 量 a=(h,k) 进行 
平移 ， 函 数 上 的 点 P(x,y) EH P'a’), W 
be 
即 y'=/(x h) +k. 车 h >0 ,hk > 0 ， 则 平移 可 解释 为 将 图 像 向 右 平 
移 h 个 单位 ， 再 将 图 像 向 上 平移 k 个 单位 
以 上 对 解析 几何 的 一 些 基 本 性 质 做 了 推导 ， 并 不 包括 圆锥 曲线 的 
内 容 . 因为 本 书 解 题 的 基本 工具 是 向 量 回路 ， 指 的 是 直线 段 的 回路 ， 


é 1 
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而 不 是 曲线 段 的 回路 ， 所 以 目前 的 回路 法 对 圆锥 曲线 问题 作用 不 大 - 

但 从 另外 的 角度 来 说 ， 回 路 法 解 圆锥 曲线 问题 还 是 值得 研究 的 . 
从 数学 史 可 知 ， 在 坐标 法 创立 之 前 ， 古 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 奥 斯 ( 约 
公元 前 262 ~ 190 年 ) 就 著 有 《圆锥 曲线 论 )》 ， 有 数学 史 专家 评论 “ 它 
将 圆锥 曲线 的 性 质 网 罗列 尽 ， 几 乎 使 后 人 没有 插足 的 余地 ， 被 认为 是 
一 部 代表 了 希腊 几何 的 最 高 水 平 的 经 典 巨著 ”. 该 书 研究 圆锥 曲线 ， 
使 用 的 就 是 欧 氏 几何 的 知识 . 

而 我 们 在 本 书 前 面 的 章节 已 经 论述 了 欧 氏 几何 大 部 分 基本 工具 都 
是 可 以 用 向 量 法 来 代替 的 . 本 书 没 有 按照 这 个 思路 进行 研究 ， 原 因 是 
基于 数学 教学 的 考虑 ， 重 新 建立 一 套 体系 难 ， 而 推广 应 用 更 难 . 但 如 
果 从 初等 数学 研究 的 角度 出 发 ， 向 量 回路 法 解 圆锥 曲线 问题 还 是 大 有 
可 为 的 . 

分 析 最 近 几 年 解析 几何 高 考题 ， 大 部 分 题目 都 像 2008 年 全 国 高 考 
题 ( 例 12.13) 一 样 ， 题目 中 稍 带 一 点 向 量 的 印记 ， 其 实 和 向 量 关系 
不 大 ,完全 可 以 去 掉 ， 主 要 是 考查 向 量 的 基本 概念 和 运算 . 

【 例 12.1] EAN E +) =1 的 焦点 为 下 和 及 ， 点 为 其 上 
的 动 点 ， 当 LF,PF, 为 钝 角 时 ， 点 P 的 横 坐 标的 取 值 范围 是 什么 ? 

分 析 ”两 不 共 线 的 非 零 向 量 a = (x,y) Mb = (x...) ， 由 

a-b wan + y; 
DC 
知 cosg 的 正 负 由 xx + ya 确定， 结论 如 下 : 车 0 为 锐角 enum + yu 
0, Ha-b>0; 车 0 为 直角 osx +yy=0, Bla-b=0; #0 

为 钝 角 eva, tyy <0， 即 a 5 <0. 

解 由 题 意 得 帮 ( -5,0) , 户 (45,0) ， 设 P(3cos0,2sin0) ， 则 

PF, . PF; = ( - /Š — 3cos0, -2sing) . (V5 -3cosg, — 2sin0) 

=9cos°0 -5 + 4sing=Scosg -1 < 0, 


pet- Š <cog < 晤 ， 所 以 点 的 本 坐标 的 取 值 范围 为 - 2835). 


195 


NW... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to Educational Mathematics 


也 可 不 用 椭圆 的 参数 形式 . 设 p(x,7) 
FP- F, = (x +e) (x-cy) = +y -e <0 


T +4*(1- 当 ) -5 <0， 解 得 - 35. Í| 4358. 


点 评 解决 与 角 有 关 的 一 类 问题 ， A 本 题 中 
把 条 件 中 的 角 转 化 为 向 量 的 数量 积 为 负 值 ， 通 过 坐标 运算 列 出 不 等 
R, WHT. 

【 例 12.2】 如 图 12-2， 过 定点 4(a,4) 任 作 互相 垂直 的 两 条 直线 
LML ,4 与 * 轴 交 于 点 及 ,4 与 y 轴 交 于 点 N， 求 线段 MN 中 点 P 的 轨 
迹 方程 . 


图 12.2 


解 设 P(x,y) , 则 M(2x,0),N(0,27) ,AM=(2x -a, -b) ,AN= 
(-a,2y-b); hh 1 LIHAM LAN, B (2-a, -b) + (-a,2y -b) = 
0 ， 整 理 得 2ax + 2by - -中 =0 

避 开 斜率 存在 与 否 的 讨论 ， 向 量 坐标 证 垂直 比 一 般 坐标 法 写成 两 
斜率 乘积 为 -1， 不 出 现 分 式 ， 形 式 上 有 一 定 优势. 

【 例 12.3】 如 图 12-3, 已 知 定点 4(- 1.0) MBOO), PIN 
(一 3) + (y 4)! =4 上 的 一 个 动 点 ， 求 PE + PE 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解法 1 由 PA+PB=2PO 得 |PAl?+ IPB +2PA.PB=4|POl; 
th BP + PA =BA 1} |P]? + |PA12 +2BP -PA = |BA|? =4 ; 两 式 相 加 
得 |PA|? + |PE|=2|PO|? +2, 而 3<|PO|<7, PLPA? + PB fJ 
最 大 值 为 100， 最 小 值 为 20. 


S= 
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图 12-3 


解法 2 AP -AÈ +CP +2AC.0B ,BP -BÈ + CP +2 BÓ . CP, 

两 式 相 加 得 
AP + BP =AG + BE +2 GP +402- CP, 

JUP AÈ + BÈ +2 CPP =60 , -40 < 4 Cd -CP <40 , FRL PA? + PB° 
的 最 大 值 为 100， 最 小 值 为 20. 

【 例 12.4】 如 图 12-4， 设 亚 为 抛物 线 产 =4x 的 焦点 ,4 ,B,C 为 
该 抛物 线 上 三 点 ， 著 硬 + FB + FO =0， 求 | 页 |+ |FB|+ |FC| (2007 
年 全 国 高 考试 题 理科 ) . 


图 12-4 


197 


M... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to Educational Mathemati 


解 ”抛物 线 的 焦点 F(1,0) , BA ,y) , B(x..ya) Cy) 
WFA =(x -1,y,) , FB =(% -lo) , FÈ =(%, -1,y,) ; X FÁ + 
FB + FC =0 fx. -1+ -1+ -1=0, Mx +x +13; Hd 
物 线 的 定义 可 知 

| 页 |+ |FB|+ | 天 |=a +1 +m, + 1 +a +1=6. 

另 解 可 根据 重心 的 性 质 由 FÁ + FB + FC= 0 直接 得 zx +a, txo =3x 

【 例 12.5】 如 图 12-5， 已 知 正方 形 ABCD, BD // CE , BD = BE , 
EB tj CD €T F, 求 证 : LDEF = LDFE. 


图 12-5 


1) ,E(x,y) , 则 DE=(1, -1 ,CE=(x,y -1) ; 由 BD/CE 得 x+ 


y=1; 由 BD=BE 得 全 +=2; 解 得 5(1 3 LA) ; 设 Fom,1)， 


,加 MBF =(m.1) SERY FC -2 — 8.1) . DE = 


(8,4) , W DÈ =4 +23 ; DF =( -1 -43,0) , WDP = 
4 +2 3; BCDLDE=DF , ¿ DEF = LDFE. 
此 证 法 本 质 就 是 解析 法 ， 与 向 量 法 关系 不 大 . 
向 量 法 解 1 记 CE= (1 +k) DE ， 设 正方 形 边 长 为 1， 求 出 
BE=BC + CE=BC+ (1 +k)(DC + CB) = (1 +k) DO + k CB, 
由 条 件 BD= BE 492 = BË = + (k+1)'. B2k(k+1)=1. 另 一 方面 


r. AN 
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CD + DF + FB + BE=CE=( +k) DB= (1 + k) DF + (I + k) FB, 
比较 两 端 得 上 DR= 5 万 ; 故 
FI? = 5 =4(k +1)? =4k(k + 1) +4k+4=4k+6; 


又 因 DE=DEC + CE=DC+ (1 +k) DB=(2 +k) DC + (1 +k) CB, tk 
DE =(2 +k)! + (1 +k)!=5 +4k+2k(k+1)=4k+6, 
从 而 DE = DF.. 
向 量 法 解 2 仍 记 CE=(1 +k) DB ， 如 前 知 kDF=CD 4 k BF = 
EB. WJ 


FI - DÈ = (FÚ - DÉ) - (FD + DÉ) 

FD - DF - FË) - FE =2 FD - FE - FÈ 
ltk 
-14 


(2 DC - BE - (1 + k) BÈ) 
slita DE. TE -20 +4)) 


2 — — 
s040? 2 pe - pB -2) =0. 


上 面 三 种 解法 ， 风 格 各 不 相同 . 解析 法 把 坐标 硬 算出 来 ， 还 要 解 
二 元 二 次 联 立方 程 向量 法 1 不 用 解 出 具体 的 数值 ， 但 毕 竞 有 较 多 的 
代数 计算 ; 向 量 法 2 则 以 柔 克 刚 ， 把 本 来 好 像 非 算 不 可 的 问题 绕 出 来 
了 ， 具 有 浓厚 的 几何 风格 . 

【 例 12.6】 EAA MB HMHR =2px(p > 0) 上 异 于 原点 的 两 
Ai, OR OB =0 ,点 C 坐标 为 (0,2p) . 

(1) 求证 : A, B, C 三 点 共 线 ; 

(2) #AM=ABM(A e R) H OM -AB =0 WORA M 的 轨迹 方程 


# (1) 证 明 设 4(， z), af， z), ih OR- OB=044 


23,2 
s 1 
xm + a =0, Exx =-4p; 
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aa - x 
2p 
FAC Z AB, WA, B, C 三 点 共 线 . 
(2) 解 由 (1) 知 直线 AB ENC, Nihi OM . AB =0 及 AN = 
À BM NOM LAB, EHM, FS M 的 轨迹 为 以 OC 为 直径 的 圆 ， 
除去 坐标 原点 . 即 点 M 的 轨迹 方程 为 + (y-p)'=p'(xw0, y#0) . 
【 例 12.7】 如 图 12-6， 过 抛物 线 è = 47y 的 对 称 轴 上 任 一 点 P(0， 
m) (m > 0) 作 直线 与 抛物 线 交 于 4 和 B 两 点 ， 点 @ 是 点 P 关 于 原点 的 
对 称 点 . 设 点 分 有 向 线段 REH A, WEW: QP LOA - 
— AQB). (2004 年 湖南 高 考试 题 文 21) 


J4 


A 
-Op -3p = x) =0, 


图 12-6 


解 设 4(xi ,入 ) 和 B(x,,ys) ， 设 直线 AB 的 方程 为 y=hx + m , 
代入 抛物 线 方程 =4y 得 x - 4kx -4m=0， 则 za = -4m. 
由 点 P(0,m) 分 有 向 线段 AB 所 成 的 比 为 ,得 
ato, A= - 
而 点 Q 是 点 己 关 于 原点 的 对 称 点 ， 设 0(0, -m) , 从 而 0PB=(0,2m). 
QA - A QB=(x,,y, +m) — A(x ,ys +m) 
=( — Amn -AV + (1 -A)m), 
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QB - (QÁ - À QB) =2m[y, - Ay: + (1 — A)m] 


2 
x= 
4 


EA 
-2m7 + 


+ (1 +ž)m] 


xin +4m 


=2m(x +n) aT 
i 


4m +4m _ 


0 
Ax, ` 


=2m(x, + x;) 


BC QP L (QA -A QB). 
[9112.8] 给 定 抛物 线 C: 六 =4x, F JÉ C 的 焦点 ， 过 点 严 的 直 
线 1 与 C 相 交 于 4 和 B 两 点 . 
(1) 设 1 的 斜率 为 1, 求 04 tš OB 夹 角 的 大 小 ; 
(2) 设 胡 =AAF ,车 A e [4,9] ， 求 ! 在 y 轴 上 截 上 距 的 变化 范围 . 
(2004 年 全 国 高 考试 题 ) 
解 (1) 解 得 R(1,0) , 设 1 的 方程 为 y=x -1 ， 代 入 方程 了 =4x ， 
Wa -6x +1=0, BEAC ,y) s Blay) s Mx, +x =6 ,mx =1. 
OÁ: OB = (x...) © (2,72) 
= xx, + yuy: =2xm — (x +) +1=-3， 
|04||0B| = Va +y Va + 
= samlan +4 +) + 16] = VA, 
OA- OB __3 AL 


O411O8[ 7 4i ° 

3 v/a 

M ` 

(2) h FB =A AFi (m - l.) SAC -ms =y) ， 即 
和 -1=A(I -ai) y= -Ay 


依据 抛物 线 的 定义 有 六 + 1 =A + 1) ; 可 求 得 为 = 地; MB 


cos( OA, OB. 


所 以 OA 与 OB 夹 角 的 大 小 为 — arccos 


A[1.. +2) , XF(1,0) ， 则 FA 的 方程 为 (A -1)y=2 YX(x -1) 
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或 (A -1)y=-2(/A(w-1); MA e [4,9] 时 , /在 方程 y 轴 上 的 截 距 


2VX 2 从 "OW T, A nii 
aim- AS MT fE [4,9] 上 是 递减 


的 ,所 以 了 < 2 全 <t, ma-te-24<-3, 所 以 直线 /在 


Y 轴 上 截 距 的 变化 范围 为 [- 了, - 3]U [2.4] 

【 例 12.9】 如 图 12-7， 设 抛物 线 C:y= ' 的 焦点 为 P， 动 点 己 在 
直线 !:x -y-2=0 上 运动 ， 过 P 作 抛物 线 C 的 两 条 切线 PA 和 PB, H 
与 抛物 线 C 分 别 相 切 于 4 和 号 两 点 . 

(1) 求 A4PB 的 重心 G 的 轨迹 方程 . 

(2) 证 明 LPF4 =¿ZPFB. (2005 年 江西 高 考试 题 ) 


Kp 
图 12-7 


解 (1) 设 切 点 4 (xo, xe), B (x1, x4 )，AP 方 程 为 : 2xox -y 
-a =0; BP HRH: xx -y -ai =G m P(E EE vo) ， 所 以 重心 C 


2 
Xo + x, + x, Wo +y 十 十 如 + oN 
的 坐标 为 ze E RE n E 
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4 在 直线 1 上 
运动 ， 从 而 得 到 重心 6 的 轨迹 方程 为:* (-3y +4?) -2=0 ， 即 y= 


Jar -2 +2). 


(2) RH FÀ = (x mg) FP = (Sam 1): 


Fi-[x,, x -1)- 
由 于 P 点 在 抛物 线 外 , 则 |FP| wO. 


FP. FA 
cos ZAFP 


FP. FB 
|FP||FB]| 
x tx 


a+ [sa -E san 


IFPI |x? + [x 1) IFP| 
所 以 LAFP = ¿ PFB. 


读者 可 尝试 探究 ， 如 果 己 不 在 x - y -2=0 k, 是否 仍 有 结论 
LPFA =¿ PFB. 


cosZBFP = 


【 例 12.10】 如 图 12-8， 设 本 加 天 + 其 =1(a >b > 0) 的 左右 焦点 
x. 


BAH F, MF, , mag 2, 右 准 线 为 1 , M 和 NN 是 1 上 的 两 个 动 
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(1) # FM |= |F,N|=245 , 3R a 和 4 的 值 ; 
(2) WE: 当 |MN| 取 最 小 值 时 , F.M + F,N š F 


TRR. 
解 (1) e - pse e, 得 =25 ,F(a,0), 


n 2, ,0] -LIEH a = a ， 设 W(V5a,m) ,NVzawys) , WJ 


pan =, (E) + Z, 


Wk y.y a =4, - 故 a=2 b= 2. 
(2) [MN] =y -y,)?= 


+ yè -Iyn > -my -y= -4y y = 
60"; "IB = - y; = a 时 ,|MN| MUME a , pti, 


FM + FN = (3 )+ (2y2a,y + ya) 


é 
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= (2V2a,0) =2 F,F;, 

ñk F.M + F,N $ F F, HR. 

【 例 12.11】 PUHDRIHZQ -y 2i, ARA F, M F, ， 
过 点 F, 的 动 直线 与 双 曲 线 相交 于 4 I B PIA- 

(1) HI M WB F M= FÀ + F B + F,O (Jü O 为 坐标 原点 ) , 
求 点 M 的 轨迹 方程 ; 

(2) 在 x 轴 上 是 否 存在 定点 C ,使 得 CA - CH 为 常数 ? 若 存在 ， 
求 出 点 C 的 坐标 ; 若 不 存在 ， 请 说 明理 由 ，(2007 年 湖南 高 考试 题 ) 

解 ”由 题 意 得 岂 (-2,0) , F,(2,0) , BAC 加) , B(x.,y) ， 

(1) 设 MM(x,y) , WLF M= (z +2,7) , FA= (a +2,y) F B= 
(m +2,7) FÓ =(2,0) , h FM =F,A + FB + F044 

x+2=x tx +6,y=y +y, 

"AB 不 与 * 轴 垂直 时 ， 设 直线 48 的 方程 是 y=k(x -2)(k Z+ 1) ， 
RAL -P =2 08 (1 - P)O +4Éx - (4 +2) =0， 所 以 


a 
x-4=x tan 


2 
y= ty =k(x, +x -4) uram -4)=z -i 


"k #0nt, y#0, 


4 7 4 


ersero 
y 

得 (x-6)? -y =4. 当 k=0 时 ， K MAITH (4,0) ， 满 足 上 述 方 
程 . "AB 与 x 轴 垂直 时 , x, =x,=2 ， 求 得 MW(8,0) ,也 满足 上 述 方程 . 
故 点 M 的 轨迹 方程 是 (zx - 6) -y =4. 

(2) 假设 在 * 轴 上 存在 定点 C(m,0) ,使 得 CA - CE 为 常数 ， 当 
AB 不 与 x 轴 垂直 时 ,由 (1) 有 
4 +2 
Rl 


a Fa =Ë N = 
=E a 
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于 是 
TA - CB = (x, - m) (x, - m) + Ë (x, — 2) (a, — 2) 
=(É + - (2È + m) (x, +; ) + 4 + m° 


(Æ + 1) (4 +2) _ 4 (2É + m) 
S E -1 BR-l 


2 
-20 -2m)k +2 m? 


十 4 妥 + m° 


=2(1 -2m) + 每 全 + m°. 
I CÁ - CB 是 与 无 关 的 常数 ， 所 以 4 -4m=0, BDm=1, 此 
u} CA - CH =- 1: 当 48 与 z 轴 垂直 时 ， 点 4 和 及 的 坐标 可 分 别 设 为 
(22) , (2, - 2), ient CA + CB=(1,/2) - (1, -V2) = -1， 故 在 
x 轴 上 存在 定点 C(1,0) ,使 得 CA - CE 为 常数 . 
【 例 12.12】 WP 12-9, MIEN è +y -6x -8y=0 上 的 动 点 ，0 
是 原点 ，N 是 射线 OM 上 的 点 . 车 OM* ON=150 , 求 点 NN 的 轨迹 (高 
-第 十 届 希 望 本 竞赛 试题) o 
分 析 : 当 我 们 不 知 N 的 轨迹 是 什 
么 样 的 曲线 时 ， 可 以 找 一 些 特殊 点 来 
做 试探 .此 题 中 点 W 有 3 个 特殊 点 ， 
在 * 轴 、y 轴 上 ， 还 有 在 OP 上， 其 中 
it Pike +y -6x -8y=0 的 圆心 . 
综合 几何 证 法 ”如 图 1， 如 果 M, 
和 是 满足 条 件 OH * ON=150 ftJ M 和 
图 12-9 N 的 特例 ， 则 OM * ON = OM, . ON, = 
150. 由 圆 等 定理 得 Wi , N, M, Ny 
点 共 圆 , ZOMM, = LON,N =90*。 ， 其 中 P(3.4) , M,(6,8) , N,(9,12), 
所 以 所 求 N 的 轨迹 是 过 N, 且 垂直 于 ON, 的 直线 3x + 4y - 75 =0 
向 量 证 法 ”Mi,(6,8) , 设 N(x,y) , th OM; * OÑ=0M - ON=150 
得 (6,8) - (x,y) =150 , BJ 3x +4y -75 =0. 


ky 
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两 种 证 法 比较 ， 从 所 用 知识 点 ， 综 合 几 何 证 法 用 到 圆 矫 定 理 、 
点 共 圆 等 性 质 ， 而 向 量 证 法 只 用 到 投影 的 性 质 ， 且 计算 量 要 少 一 些 . 

在 现在 的 高 考 中 ， 不 少 题目 只 是 将 向 量 作为 巾 子 置 于 其 中 ， 辟 如 
像 下 面 这 道 2008 年 全 国 高 考试 题 ， 其 中 条 件 如 果 直接 写成 ED =6DF , 
岂 不 更 省 事 ? 

【 例 12.13】 如 图 12-10， 设 椭圆 中 心 在 坐标 原点 , 4(2,0) ,8(0， 
1) 是 它 的 两 个 顶点， 直线 y=hx(k>0) 3 AB 相交 于 点 D， 与 椭 加 相交 
于 EE 和 下 两 点 . 

(1) #ED=6DF , R k ttti; 

(2) 求 四 边 形 AEBF 面积 的 最 大 值 - 
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第 13 章 
向 量 法 与 不 等 式 


- 些 资料 介绍 了 向 量 法 解 不 等 式 问题 ， 但 仔细 琢磨， 就 会 发 现 很 
多 问题 是 可 以 不 用 向 量 法 解决 的 . 

未 引入 向 量 ， 有 关 数 量 积 性 质问 题 ， 通 常用 柯 西 不 等 式 解 决 ， 而 
与 三 角 不 等 式 相关 的 题目 ， 一 般 用 解析 法 中 的 距离 公式 解决 . 

肥 然 向 量 法 能 完成 的 工作 用 已 有 工具 就 能 完成 ， 那 还 有 没有 引入 
向 量 法 的 必要 呢 ? 引入 向 量 之 后 ， 又 有 何不 同 呢 ? 

向 量 的 引入 为 证 明 不 等 式 提供 了 一 条 新 思路 .向量 法 解 不 等 式 
问题 能 使 解 题 的 操作 变 得 简便 ， 而 且 有 其 独特 之 处 . 在 下 面 的 例题 中 ， 
我 们 将 就 具体 问题 谈 向 量 法 的 特点 和 优势 

向 量 法 解 不 等 式 问题 的 工具 很 简单 主要 是 下 面 两 点 

数量 积 性 质 mn< mn|<|m||n|， 及 其 变形 (mn)?< 
Im: |n}? 

三 角 不 等 式 

|im|- In (= m+*n|= m|+ nl. 


柯 西 不 等 式 及 常见 变 式 如 下 : 


“I 
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， 其 中 ab; >0; 


PES 
Po pO 
其 中 a >0. 


柯 西 不 等 式 的 种 种 变 式 记忆 起 来 颇 为 麻烦 ， 且 不 等 式 变形 之 后 ， 
需 注意 的 事项 也 不 少 ;而 向 量 法 解 不 等 式 问题 规则 简单 很 多 ， 无 需 死 
记 公式 ， 见 招 拆 招 ， 根 据 题目 条 件 构造 向 量 即 可 ， 柯 西 不 等 式 的 种 种 
变 式 都 包含 其 中 . 

不 等 式 问题 ， 当 等 号 可 以 成 立 的 时 候 ， 就 变 成 了 等 式 问 题 ， 或 者 
是 最 值 问题 . 


， 其 中 b>0; Savè = 


+ + 
[0013.4] wa 
—8x +6y -24z =39. 
解 构造 向 量 m= (x,y， SA n=(-8, 6, -24), 设 m 与 4 的 
KMH 0, 则 cog =at = 39 ， 所 以 m fln 同 向 ; 设 x= -84， 


y=6t, x= -24t, 代入 -8x+6y -24z=39, HMS 方程 的 解 为 
9 18 


PE IE SA 
kar a WE 
[013.2] 已 知 a V1-b +b Vi-a =1, RE a +b =1. 
证 明 构造 向 量 m=(a,V1-a), n=(/1-b6, b), Him: n= 
A: b 
i-a 
此 题 证 法 很 多 ， 有 配方 法 、 三 角 代 换 等 多 种 手段 ， 下 面 利用 基本 


不 等 式 来 解 . 1 za -Fab Mie HE Ee 


x= 


Im||n| =1 得 到 和 严 同 向 ， 所 以 Ha +b =l. 
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MERABKNP SIENER 
仿照 例 2， 可 解 : 已 知 assa sin'a ,求证 S58 + ai i, 


cosp ` sing 7 sina 


证 明 构造 向 量 m = a i top pl ii a 


sin'a 


wa. 
所 以 sim = sin?p,cosia = cosB , ATT SE + 5 
cosa sina 
也 可 以 采用 更 自然 的 方法 . 
sin’B(1 - ecosia)2 + (1 ~ sin'8)sin'a - sinB(1 ~ sinB) = 0 , 
从 而 得 (sin*a - sin’)? = 0 ,可 得 
cosb sing EL 


ora sin? a 


， 即 tanza = tang, 


【 例 13.3】 euma, Be(0, 2). H cosa: + ecoag — cos(a + B) = 
Z.R a mg totti- 

解 ”两 个 未 知 数 ， 一 个 方程 ， 需 要 利用 等 式 中 暗藏 的 关系 . 

原 条 件 可 化 为 sinasing + (1 — cosa) cos8 = >- — cosa. 构造 向 量 m= 


2 
(sina, 1 —cosa), n=(sinB, cosB), 由 |m:n|<jm|ln| 得 
| 


2 -cosa | < /sin'a + (1 — cosa) Vn + orp, 


解 得 (ema -于 | <0, a= 2; 根据 a 和 有 的 对 称 性 可 知 B= Z. 
【 例 13.4】 已 知 ,是 两 两 不 等 的 正 整数 ， 求 证 


六 A 
FE de 
证 明 构造 向 量 


Y 


ey 
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由 |m|ln|=m*n 得 


yat p% a, 1 1 
所 以 这 + 下 + 入 + 天 >1 *y*=— + 


[9013.5] ita, a, 0, a ER', 将 


分 别 叫做 这 个 正 数 的 算术 平均 数 、 几 何平 均 数 、 调 和 平均 数 和 平方 
平均 数 , WH, SG, SA, <Q., BJ 


— Tr 
a ta, + +a, ata + +a, n 
' +a b p249 na wS 


n n 


其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a, = a, =… 
证 明 构造 向 量 m=(@, a, =, a), n=(1, 1, =, 1), 由 
Py We rN 


la ta + +a, > ta t": ta, 
n n 


构造 向 量 四 = Ga, ya, =, Ja), n-(/5, JE N D 


E raen A, 
a a a, 
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a +a, + +a, 
n T.i 
A 

a, a a, 


在 不 等 式 的 证 明 中 ,均值 不 等 式 是 常常 用 到 的 . 这 提醒 我 们 有 些 
题目 原来 是 用 均值 不 等 式 解决 的 ， 可 尝试 用 向 量 法 解决 . 


注 : 作者 尝试 用 向 量 法 证 明生 一生 > yaaa.， 但 感觉 
不 太 可 能 .比较 简单 的 证 明 是 利用 ee >e; 设 C= aama, W 


a tat 
— 
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[8013.6] 求证 : Ii + 220, 其 中 a>b>e 


证 法 1 由 均值 不 等 式 得 


所 以 


a-b 0-c ec-a 


其 中 24 =a +e 时 等 号 成 立 . 
证 法 2 构造 向 量 m = i=. = Z Ao). 


其 中 26 =a +c 时 等 号 成 立 . 


【 例 13.7】 EU e + -人 >8k， 其 中 axk b>k 


b-k 
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证 明 构造 向 量 m= (VB 0 =: 


由 |m||n|>=m*n 得 (a -k+b-k) (起 raa 


pa 


è (at 

ET PRE 
ya 
KOT T a-k 
[813.8] 求证 : 


=a+b-2k+ z 
a+b- 
=8k 


-， 其 中 |x| <1, |y| <1. 


证 明 构造 向 量 m= (7 让 天 ,YI VD, 


由 mlaP> Cm - n) a 15 


>) 0- +1-7P)>4， 即 


4 4 .2 
23- +y) 2 -2xy l ay" 


[913.9] 设 a, b, ceR* ,满足 acosa + jsinza <c， 求 证 : 
Vacosia + /bsin'a <y. 
证 明 构造 向 量 m= (Wacosa, /bsina) , n = (cosa, sina), ihm -n 
< |m] |m| 得 /aeosia +/bsin'a< /acos'a +bsin'a Vcos a + sin'a < íe. 
【 例 13.10】 已 知 
位 ~1 (r+2)' (2-3 
16 5 4 
SR a +y +z 的 取 值 范围 . 
证 明 构造 向 量 严 = 


1 y+2 -3 
Bi F) n=(4, 5.2), h 
Im|° |n|’ =(m : n)’ 得 
G -1° (y+2)° 
[ 16 


i 
z +62] a6 +5+4)>(z+y+z-2)2, 
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即 25=(*+y+z-2)3， 即 -5<x+y+z-2<5， 所 以 -3<x+y+z 


<7. 

【 例 13.11】 构造 向 量 My HEM, KPR + /ysa Vx+3 恒 
成 立 , 求 a 的 取 值 范围 

解 设 m=(VE, Jy), n=(1, 1), 由 mn<|m||n| 得 /x+y7< 
好 :VE+y7， 又 不 等 式 /e+V<a Vx+) 便 成 立 ， 所 以 a>V2. 

[Ø 13. 12] 设计 <x<5， 证 明 : 2 Vari + /A5x-3 + VI5-3x 
<2 VI9. 

证 明 构造 向 量 


m=48, 8, 43), n (Ja. -$ v55). 
ihm -ns |m] |n| 
& J; ++ Ta -3 i Bra hise 9, 
所 以 2Vx+T+ /2x -3 + /15 -3x <2V19. 
【 例 13.13】 已 知 a, beR', a+b=1, 求证 : 
Va +1 + Vi +1<2 22. 
证 明 构造 向 量 m=(1, 1), n= (2a+1, /2b+1), 由 mn 
<lm|ln| 得 V2a+T+ Vb+1<2 V2. 
【 例 13.14】 ita, b, c, deR', 且 a+b+c+d=1, 求证 : 
Vsa +i + VB+I+ Vac+l+ VAd+1<4 2. 
证 明 构造 向 量 
m=(1, 1, 1, 1), n=( Vaa+l, /4b+1, Vac+l, VAd+1), 
由 mn<lm||n| 得 V4a+T+ /4b+1 + Vac+tl+ Vdd+1<4y2. 
【 例 13.15】 ita, IEN, Ha +a, + +a, =1, 求证 : 


é 
第 13 章 向 量 法 与 不 等 式 


证 明 构造 向 量 


“a h NEE TS 
= EE O ER 
n=(Va +a, Jata, =, Va ta), 


t|m|]n|=m : n fii 


/a, +a, +a, +a, +" +a, , +a, +a, +a, 


ata, a +a, +a, 
>a, +a, +a, + +a, ta,, 


所 以 


a? a? a, 


a, +a, a, +a, 


(a +a, +0, 
2(a +a, +a, + 


[613.16] fx, y, zeR* Haet 1, 求证 : 


a AE 


【 例 13.17】 EA a 均 为 正 数 ， 且 al +a, + +a, =S, 求证 : 
Ja, + a, + + a, $ /nS. 

证 明 构造 向 量 a = (Va, Ve, …, Va), b=(1, 1, = 1), 
thlm||n|>m - n it /a, +a, + tavaa /a, + Va +t an, UA 
Ja + Ja + + /a,< /n8. 

【 例 13.18】 ita, b, ceR', abe=1, 求证 

人 
a'(b+ce) b'(a+c) (a+b) 2 
证 明 构造 向 量 m = (/a(b+c), /b(a +c), vela+b)), 
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"= (Vater am] 


#H|m|'|n|*> m -n| i4 


1 1 1 
[a(b+e) +b(e+a)+e(a+b)] [局 


xz 全 这 7, 
即 


I SAES +; 
a(b+e) b'(a+e) e'(a +b) 


2 
Git e 
a(b +c) +b(e +a) +ce(a +b) 
= ab + be + ca 
2 

【 例 13.19】 RHE: (a+b) (a +6) >(a +b). 

证 明 构造 向 量 m= (a, b), n = (a°, P), hlm}? |n)? > 
|m- n|? Hat +) (at +) > (a b). 

【 例 13.20】 求证 : 3(1+a'+at)>(1+a+a)', 

证 明 构造 向 量 m=(1, a, a), n=(1, 1, 1), 由 lm|*|n|*> 
|m nl 得 3(1 +a +a) >(1 +a +a)’. 

对 于 例 13. 19 和 例 13. 20 这 样 的 题目 ， 如 果 项 数 较 少 ， 直 接 展 开 
化 简 即 可 . 但 项 数 较 多 时 ， 壁 如 例 13. 21， 展 开化 简 则 较 烦琐 . 使 用 
向 量 法 则 无 此 麻烦 . 

【 例 13.21】 设 * EER, RIE: 


2 2 


Y 
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由 |m||n|=m*n 得 


x 
x 
所 以 
A 2 
=+ + >x, +n +" +x,. 
x x 各 
【 例 13.22】 已 知 a, b, ceR', 求证 : 
rbte 
bre cta atb z` 
证 明 构造 向 量 
S; L QE 2 w 
m= (Se 2 zih n=(/b+c, Vate, /a+b), 
由 Im*nl*<lml |n|? 44 
a P È arbte 
b+crce+rara+b> 2 ` 
下 面 我 们 来 证 一 个 更 一 般 的 式 子 . 
【 例 13.23】 itx, y, zeR', r, s, + 是 不 完全 为 0 的 非 负 实数 ， 
则 
Es + y £ È styte 
rx+sy+iz ry+sz+ix rz+sx+ty r+s+t 
证 明 构造 向 量 


m=(Vm+sy+G, VY tet /misto), 


_ x y z 
"| aere asss) 
ti|m|’ |n| = (m - n)’ 得 


(rx +sy tiz try tt trets tty) 


E ES PE T 
(rpn mmn mmy) 


一 大 , w. 
yta tts tty] 


2 
x 
=rtst) (atya) roret 


m(x+y+z)', 
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所 以 
下 £ _ 2 __sty+z 


十 + > " 
Px +sy+Iz ry+sz+ix rz+sx+ty r+s+t 


在 上 式 中 , 车 r=s=t=1， Wery ratta, 


2 2 
A A E ES ELN 
#er=s=1l, 120, + yr ts 2 
ty+ts 
#r=0, s=t:=1, ws ratar 2 ; 
本 < Py: ; 
车 0, s=1, + 


> 
若 r=0, M+ aat 
ytu mta aty” s+ 


【 例 13.24】 求 函数 y =VSx - /1- hii. 
解法 1 显然 |x|<1， 不 妨 设 *=sing，ge [ -F F) W 
Sa- AA = sinó -eos0 =2sin( 0- Š); 

显然 yo = -2. 

解法 2 构造 向 量 m= (3, -1), n=(x, /1-2), hl|m -n|> 
-|m||n| 得 /5x - /1-2 > -2 注意 : 求解 最 值 后 ， 需 要 检验 此 时 是 
否 存在 符合 条 件 的 * 此 法 若是 求 最 大 值 ， 检 验 就 显得 非常 重要 . 

使 用 向 量 法 不 能 荒废 原 有 知识 . 任何 一 种 解 题 方法 都 有 其 优势 ， 也 
有 其 不 足 . 有 读者 认为 此 题 的 解法 2 可 以 少 记 一 个 三 角 公式 . 同样 的 ， 
也 有 读者 认为 例 13.25 的 解法 2 比 解法 1 可 以 少 记 一 个 不 等 式 公式 . 

【 例 13.25】 已 知 a+b+ct+d+e=8, a +b +c + dt +e = 16, 
R e 的 最 大 值 . 

解法 1 由 均值 不 等 式 得 

16 -eo 4b e + (atbtetd)? = T(8-o, 


解 16 -> 上 (8 -e)? 得 0<e< 丰 ， 当 a=b=c=d= 革 时 等 号 成 立 . 


¿3 
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解法 2 构造 向 量 m=(a,b,c,d),n=(1,1,1,1), 由 mn< 
|m||n| 得 

|8-e|=la+b+c+d|< Ala +b +e +d) = V4(16-e); 
mitose, 当 a=b=c=d= 区 时 等 号 成 立 . 

【 例 13.26】 已 知 ac+25+3c+4d+5e=30, RS=a +20 +3c + 
4d +5e? 的 最 小 值 . 

证 明 构造 向 量 

m=(a, V2b, 3c, Jd, /Se), n=(1, V2, V3, V4, 45), 
ii |m||n|zm 于 得 

JarI t3 rAd ASe /I TI TI 4 +5>a+2b+3e+44+5e, 
则 


¿= 2 +2P PEE PYT PEF) =s ső. 
5S=a +2b +3c +4d +Se > | 60. 


【 例 13.27】 RAH y= V-I + /5 -2x| 丈 ( 立 <x< 习 的 最 大 值 ， 


解 ikm=(/2x-l1, /5S-2x), n=(1, 1), 由 mn<|m||n| 得 
Rae + /5 -2x<2 2; 


1 m= 30, >=. 522 


SENSE 
【 例 13.28】 ita, b, c, S 分 别 为 某 三 角形 的 边 长 和 面积 ， 求 证 
aè +b +è >4 JS. 
证 明 由 sinz4 +cos*4 = 1 得 
B- METE Peddy 219 


Mrs 42 - (B +è -a)’, AT 16S +2a +26 +2c = (a° +b + 
” 构造 向 量 四 = (4S, a°, VW, Zè), n=(43, Vi, Yi, 42), 
aa aalala 
4 JS +20 +26 +2 <3 165 +2a +26 +2c =3(@ + te)’, 
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所 以 a + + >4 JBS. 
【 例 13.29】 设 a, b, c, S; a, b, 
的 边 长 和 面积 ， 求 证 
a (b) +c? a) +P (e? +a -b 2) +e (a +b -e 2) 216SS,. 
证 明 IH sin'A +cos*4 = 19 


局 J: + 
得 16S* =4b - (B +è -a)*, B168 +2a +26 +2c = (a) + +o) 
构造 向 量 
m=(4S, a°, SIb, JI), n=(45,, Ja, Yb, /2e 2) 
由 mn<|m|la| 得 
220 16SS, +2a°a,? +26°b,? +20, 


S, 分 别 为 两 个 三 角形 


< 165° +2a' +26 +2c V16S, +2a5+207+2c7 
=(@ +b +è)(la? +h +c), 
移 项 即 可 得 所 求证 命题 . 
一 般 几 何不 等 式 只 牵涉 到 一 个 三 角形 ， 牵 涉 两 个 三 角形 的 不 是 很 
L. 此 不 等 式 一 般 称 为 匹 多 ( Pedoe) 不等式. 
【 例 13.30】 求证 
ab + Sat (1 b) + / + (1-a) + Va) +(1-b) 
>2 22. 
证 法 1 构造 向 量 m=(a, b), n=(1-a, 1-5), p=(a, 1-b), 
q=(1-a, b), 由 lm| +|n|+|p|+|g|l=|m+n|+|p+gl 得 


++ Ja t (1-6) + V+ -a) + Va) +(1 -0 

>2 72. 

证 法 2 如 图 13-1， 以 (0, 0), (1, 0) ，(1，1) ，(0，1) 四 点 构 
造 正方 形 ， 点 P 为 (a, b) ， 根 据 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 命 题 显 
然 成 立 . 

此 题 已 成 为 数 形 结合 的 经 典 案例 .向量 法 的 好 处 就 是 无 需 作 图 . 
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图 13-1 
【 例 13.31】 求 y= V trti- Vr -x+1 的 取 值 范围 . 
分 析 = 


y =/ rr OT 

-下 全 -下 全 
解法 1 构造 向 量 : m= (s+ 十 , $), = 十, $), w 

lyl=llmi-lall<im-nl=1, 


所 以 y 的 取 值 范围 为 ( -1，1) . 此 处 m 和 n 不 共 线 ， 不 能 取 等 号 


解法 3 数 形 结合 : 点 (x，0) (zed, 8), 1. Shum 


三 角形 ， 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ， 所 以 y 的 取 值 范围 为 ( -1，1)。 此 处 
三 点 不 可 能 共 线 ， 不 能 取 等 号 . 
【 例 13.32】 求 y= Va +(1-b) + V6 +(e) + Ve +C -a) 
的 最 小 值 . 
解 设 a+b+c=k， 构造 向 量 
a=(a, 1-b), a =(b, 1 -ce), a =(c, 1-a), 


w 
y =]a,|+la,| + la,|= la, +a, +a,| = VF + (3 -k)° 
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此 题 能 否 用 数 形 结合 呢 ? 当然 也 是 可 以 的 . 下 面 我 们 来 看 一 种 更 
一 般 的 情形 . 

【 例 13.33】 求证 

a +m + / tn + +p' > (a +b +c)! +(m+n+p)'. 

证 明 1 构造 向 量 m = (a, m), a,=(b, n), a =(c, p), 由 
jal+la,j|+laj|z=la +a, +a, | 得 


atm + tnt /2 +P > (a +b +e) + (m +n +p)'. 
22 证 明 2 数 形 结合 . 如 图 13-2， 构 造 矩 形 ABCD, 设 41=a, IK = 
b, KB=c, AG=m, GE=n, ED=p, 则 AM+MN+NC>AC， 即 


tm + /W +m + V+p > /(a +b +c)! + (m + n +p). 


图 13-2 


【 例 13.34】 已 知 /(x) = VI+, RE: fla) -/(6)| <la-bl|, 
Hp a#b. 

证 明 构造 向 量 m=(1, a), n=(1, b), h |lm]- |n] < 
|m-nl 得 |f(a) -f(b)|< |a-b|; 由 于 a 关 0， 等 号 不 成 立 ， 所 以 
Ya) -108) | <la-b|. 


š 


< 
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【 例 13.35】 下 面 两 道 题 常常 以 构造 法 的 经 典 案例 出 现 - 

(1) #a>0, b>0, c>0, a +ab +É /D+bc+o YE Fca ta. 

证 明 ”如 图 13-3, 构造 三 角形 , 设 04 =a, OB =b, 0C =c, 
Z A0B = ¿ B0C = Z COA =120*， 由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 可 证 . 

(2) 车 a >0, b>0, c>0, Va-ab+b + /b -bete > 
VZ a ta 

证 明 如 图 13-4， 构 造 三 棱锥 ， 设 04 =a, OB =b, OC =c, 
ZA0B = LBOC = LC04 =60°, 由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 可 证 . 

这 样 的 构造 是 巧妙 的 ， 一 般 难 以 想到 . 两 个 构图 ， 一 个 是 平面 图 
形 ， 一 个 是 空间 图 形 ， 其 共同 点 则 是 利用 距离 公式 和 三 角 不 等 式 ; 用 
向 量 法 可 以 得 到 此 类 问题 的 通 解 . 使 用 距离 公式 


Ae 


图 13-3 图 13-4 


VE 
Sa bh) + (a, b) +. + (a, -0,7 


即 可 . 
SHORE: Va tabb + V+bc+c > erar. 只 需 设 


Ba a! 
A| ,到 ,a 2, 3), C(0, -c), #HE|AB| + 18C|> AÈ], 
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代入 即 证 . 
譬如 要 证 ， va -ab+b + yb -bete > Ve -ca +a. 只 需 设 


Ala, 0, 0), 8 [2.25 o), c |£. óe, 68), mi | 码 | + 


18C1> 14C1， 代 入 即 证 . 
壁 如 要 证 ;Va +b + V 下 +c>= / +a. 只 需 设 A(a, 0, 0), 
B(0, b, 0), C(0, 0, e), 根据 | 她 | + |B| = 14C|， 代 入 即 证 ， 


【 例 13.36】 在 A4BC 中 , 求证 :cos?4 +c B + cow C3 


证 明 如 图 13-5, 设 A4BC 外 心 为 0， 重心 为 G， 外 接 圆 半径 为 
R, 由 30C=04+08+0C 得 
> (300): =0 


À? + OP + 0C +2 0À - OB +2 OB -+ OC +2 OG + OÀ 
=3R° +2R° (cos2A + cos2B + cos2C) >0, 


4 


— W 
图 13-5 
所 以 cos24 + cos2B + cos2 C > - 却 化 简 得 ceos24 + cos’ B +ewc>3. 当 
且 仅 当 A4BC 为 正三 角形 ，0 ft G 重合 时 取得 等 号 . 


【 例 13.37】 在 A4BC 中 ， 求 证: cov + cosB + cosc <S. 


证 明 1 AE 13-6, IAB, BÈ, 人 方向 上 的 单位 向 量 分 别 为 @,， 
ex, es, WJH cosA +cosB+cosC=-e,*e-e:e -ee. (€, +, + 


MAS. G 


e) =e, +e, +e, +2e, - e, +2e, < e, +2e, "es=3-2(opA+coB+ A 了 
cosC), Tile, +e +e)? 0, BTDL cosA + cosB + cosC < 3. 8 HALM 
e, +e, +e, =0, BJ AB=BC=CA R}, 等 号 成 立 . 


113-6 


注意 : 在 A4BC ih, AB, BG, TAx =A pE 
角 是 三 角形 的 外 角 而 不 是 内 角 .两 向 量 的 夹 角 范围 是 [0"，180"], 而 — 225 
两 直线 夹 角 范 围 是 [0*，90"]. 

此 题 是 一 个 三 角 函 数 的 不 等 式 问题 ， 题 目 中 根本 没有 出 现 向 量 相 
关 信息 . 用 向 量 法 来 解 ， 可 谓 横 插 一 脚 ， 来 得 有 点 突 元 ， 解 法 还 算 漂 
38. 此 题 最 好 用 三 角 函数 公式 的 转化 来 解决 

证 明 2 

Cos + eosB + eosC = 2eos dF Beos 4> +1 o W E 


< 2sin £ +1 - 2sin° £ 


-二 
【 例 13.38】 在 A48C 中 ， 根 据 余 站 定理 可 得 
a? + b° +è = 2abcosC + 2bccosA +2cacosB . 
扩展 此 式 : 对 A4BC ERIM x, y, z, 
a? +3? +È = 2xycosC +2yzcos4 + 2zacosB , 
当 且 仅 当 = g = a ERA. 等 号 成 立 的 条 件 可 认为 是 边 
KAMA x, y, z 与 已 知 A4BC 相似 . 
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证 明 1 
s + y + Z? — 2xycosC — 2yzcosA — 2zxeosB 
= ° — 2x(ycosC + zeosB) - 2yzcosA + ° + Z 
= (x — yeosC ~ zcosB)? — (ycosC + zcosB)? + 2yzeos(B + C) +y +2 
= (x — ycosC — zcosB)? + (ysinC - zsinB) > 0 
当 且 仅 当 * — ycosC -zcosB =0, ysinC -zsinB =0 时 等 号 成 立 ， 即 
K OE DPR S 
sin4 ` sinB “sinC ` 
证 明 2 分 别 在 A4BC 的 三 边 48，BC，C4 的 延长 线 上 作 点 R, 
S, 7, 且 4R= BS = CT =1， 则 所 求证 不 等 式 等 价 于 (* AR +y BS + 
z CF)*>0， 显 然 成 立 . 
【 例 13.39】 如 图 13-7, 设 点 0 在 A4BC 的 边 AB 上 ， 且 不 与 顶 
点 重合 , 则 0C + AB <04* BC +0B .4C. 


g 


图 13-7 


证 明 iRCÓ=kCA+(1-k)CB, 其 中 0 <k<l; 

CO = |k CÁ + (1 -k)CB| <kCA + (1 -k)CB(CA,CB RIKER) , 
则 

OC*AB<(1—k)CA* AB + kCB + AB = CA * OB + CB + OA. 

【 例 13.40】 如 图 13-8, 点 P 为 A4BC 内 一 点 ， 点 已 到 BC，C4， 
AB MERIH D, E, F, RAPPAREN, BC + CA ABg 
得 最 小 值 . 

解 设 A4BC 的 面积 为 S, 则 2S =BC* PD +CA* PE +AB + PF; 


构造 向 量 


h 
é 
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图 13-8 


[C A Œ 
== fis 区: P): 
n=(VBC*PD, VCA* PE, JAB» PF), 
MJ 
(P5 + p + pp) BC * PD + CA * PE + AB » PF) > (BC + CA +AB)°, 
即 


BC „CA AB) > (BC + CA +AB)° 
PD * PE * PF)” 25 


当 且 仅 当 PD = PE = PF 时 等 号 成 立 . 注意 到 4B+BC+CA 和 5 是 
AABC 的 周 长 和 面积 ， 为 定 值 ; w P 3 AABC Hin, BC, CA AR 
取得 最 小 值 PCHA AB, 
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第 14 章 
向 量 法 与 质点 法 


一 般 来 说 ， 我 们 把 向 量 看 作 有 向 线段 ， 而 在 向 量 坐标 化 的 时 候 ， 
每 个 向 量 又 对 应 着 一 个 点 . 

几何 学 最 基本 的 元 素 是 点 .能 否 在 处 理 几何 问题 时 ， 把 向 量 看 作 
-个 点 呢 ? 在 前 面 的 章节 里 ， 我 们 就 这 样 做 过 ， 将 任意 设置 的 点 0 省 
略 掉 ， 用 一 个 点 来 表示 一 个 向 量 ， 可 称 之 为 单 点 向 量 . 

进一步 扩展 ， 就 是 质点 几何 学 研究 内 容 了 . 19 世纪 ， 德 国 数学 家 
格拉 斯 最 ( Grassmann ) 提出 质点 几何 的 基本 设想 . 南京 大 学 贡 绍 把 教授 
的 专著 《质点 几何 学 系统 地 阐述 了 质点 几何 的 理论 和 方法 . 

现 将 一 些 基本 的 性 质 ， 摘 录 于 下 : 

定义 1 在 质点 几何 中 , 称 aP(ax#0，aeR) 为 质点 ， 系 数 为 1 或 
-1 时 “1” 可 以 省 略 ; 称 xM -xN(x eR 民 ) 为 向 量 ， 当 x=0 或 M=N 
HJ, 称 xM -xN 为 零 向 量 . 

性 质 ! (i) 设 C 是 直线 4B 上 的 一 点 ,满足 4C: B=m:n， 则 
(m+n)C=nA +mB. 

Gi) 车 点 4,， B,C 满足 (m+n)C=n4+mB(m+nz¥0), WJ CHE 
AB 所 在 的 直线 上 ， 且 4C: CB = m: n. 


注 : 若 将 (m+n)C=n4 +mB 化 为 C= 和 a4 tn 著 C 的 位 


= 
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置 确定 ， 到 是 一 确定 的 值 ， 令 a。= 二 时， 则 C 可 以 由 4 和 惟一 表示 


m+n’ 

为 C=(1-a)4+aB， 这 和 定 比分 点 公式 一 致 . 注意 条 件 4CsC 态 =m:n 
不 需 硬 记 ， 只 要 用 点 C 和 等 式 (m +n) C = md +mB 形式 结合 一 下 ,成 
为 (m+n)CC=nAC +m BQ, 由 CC =0 得 nAC +m BÓ =0, EAC: CB 
=m:n. 

性 质 2 (i) ü O 是 直线 48 tj PQ( PQ 与 48 不 平行 ) 的 交点 ， 
则 存在 满足 z +y=m+n(=() f) x, y, m, n, WIF xA +yB=10 =mP + 
nQ 成立， 

(ü) #A, B, P, Q 满足 zd +yB=mP+nQ(x+y=m+n=t⁄ 
9), WAB tj PQ 相交， 设 0 是 它们 的 交点 ， +í xA +yB=10 =mP +nQ. 


AB 
性 质 3 (i) 车 AB 平行 于 PQ， 有 I xA -xB = yP - yQ. 


AB 
Cii) #aA-xB=yP-yQ (x, y#0), WAB FTF PQ, BJE 


性 质 4 设 点 C 是 直线 48 外 的 一 点 ， 则 A4BC 所 在 平面 上 的 任意 
一 点 已 都 可 以 由 4，B，C 惟一 地 表示 为 P=a4+bB+(1-a-b)C 的 
ER. 

车 两 组 质点 的 线性 组 合 相等 ， 则 等 式 两 端 系数 和 相等 . 从 而 一 点 
表 成 几 个 点 的 线性 组 合 时 诸 系 数 之 和 必 为 1 称 这 种 系数 和 为 1 的 线性 
组 合 为 规范 组 合 . 

在 力学 中 ， 质 点 被 看 成 具有 一 定位 置 没有 大 小 而 有 质量 的 东西 . 
对 于 一 个 质点 ， 可 用 一 正 实数 上 乘 它 ， 其 结果 仍 是 一 质点 。 其 位 置 与 
原 质点 相同 ， 但 质量 是 原来 的 大 售 . 如 果 一 个 系统 中 有 P 和 两 个 质 
点 ， 其 质量 分 别 为 m 和 n， 则 当 m +n 0 时 ， 这 个 系统 被 看 成 一 个 新 
质点 R， 其 质量 为 m+n， 其 位 置 在 P 和 0 的 连 线 上 ， 满足 PR: RQ = 
站 中 及 所 在 的 位 置 叫做 己 和 Q 的 重心 所 在 的 位 置 . 

在 平面 质点 几何 中 ， 把 上 述 P，0，R 系统 中 质点 看 成 是 由 质点 
P H Q 经 过 一 种 代数 运算 的 结果 . 考虑 到 它们 的 质量 间 的 关系 ， 这 个 
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运算 可 以 叫做 加 法 ， 记 为 “ +”. 这样 ， 当 及 是 P 和 0 的 重心 时 ，R= 
P +Q. 这 里 的 P，Q，R 的 质量 分 别 为 m, n fl m +n. # P,, Q, R, 
分 别 是 与 P，Q，R 同位 置 的 点 ， 且 质量 均 为 1, 则 P=mP,,Q=n0,， 
R=(m+n)R,, JPH (m +n)R, =mP, +nQ,. 减法 是 加 法 的 道 运算 . 将 
同 质量 的 两 质点 相 减 的 结果 ， 如 rP, - rQ, ， 都 看 成 是 向 量 . 向 量 与 质 
点 之 间 的 运算 是 一 臻 的. 

按 这 种 方式 ， 首 先 根据 力学 的 规律 定义 a4( 质点 的 倍 乘 ) 以 及 A+ 
8( 质 点 的 加 法 ) ， 然 后 由 质点 的 减法 引入 向 量 ， 并 把 向 量 理论 结合 进 
来 ， 于 是 就 能 系统 地 发 展 几何 . 

从 力学 意义 上 看 ， 质 点 几何 中 实际 上 是 用 作用 在 点 上 的 重力 代替 
了 质量 . 这 样 负 质 量 就 是 向 上 的 力 ， 而 向 量 则 相等 于 力矩 ， 

学 习 数 学 ， 当 然 力求 简单 上面 讲 了 那么 多 ， 似 乎 嘿 唆 . 其实 只 
要 记 住 一 句 话 就 够 了 ， 这 句 话 就 是 ， 把 向 量 硼 写 成 两 点 之 差 B - A, 
按 习 惯 来 计算 ， 就 是 质点 法 . 

上 面 有 关 质 点 法 的 性 质 ， 尽 在 其 中 ! 

例如 ，MM 是 48 的 中 点 ， 用 向 量 记 就 是 4 于 = 加 BB， 向 量 写 成 两 点 之 
差 就 是 W -4 =B 一 MM， 移 项 得 4+B=2M， 这 就 是 质点 法 里 的 中 点 
AR. 

MI M JE AB 上 的 定 比分 点 ， 用 向 量 记 就 是 w AM =v MB, Hik 
成 两 点 之 差 就 是 w(M -4) =w(B-M) ， 移 项 得 uA +vB=(u+v)M， 这 
就 是 质点 法 里 的 分 点 公式 . 

这 些 关系 都 是 可 以 倒 推 的 . 从 uA + zaB= (u +v) 可 以 推出 wx(W- 
A) =w(B-MW) ， 即 uA 及 =v MMB， 从 而 三 点 共 线 . 

平行 四 边 形 ABCD 的 对 边 平行 且 相等 ， 即 入 =DC， 向 量 写成 两 点 
之 差 就 是 8B-A=C-D， 于 是 A4+C=B+D， 这 表示 线段 4C 和 BD 的 
中 点 点 ， 即 对 角 线 相互 平分 . 仅仅 一 步 ， 何 其 简单 ! 
等 式 B-4=C-D, 4+C=B+D 和 4-D=B-C 在 代数 中 是 
一 回 事 ,在 几何 上 三 个 性 质 . 这 是 用 代数 研究 几何 的 好 处 ! 

在 任意 四 边 形 4BCD 中 , 设 M 和 六 分 别 是 48 和 CD 的 中 点 ， 则 
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2M=A+B, 2N= C +D. 两 式 相 减 得 2(N - M) =C-A+D— B, HH 
量 表示 就 是 2 MÑ = AC + B = AD + B. 这 比 前 面 第 3 章 里 的 推导 简捷 ， 
而 且 不 必 看 图 . 

把 向 量 看 成 两 点 之 差 ， 立 刻 进 入 质点 几何 ， 使 得 许多 推理 过 程 得 
到 简化 ! 

【 例 14.1】 如 图 14-1, 在 A4BC th, AD =2DB，BE =3EC, AE 
和 CD ZFA F, R AF: FE. 


利用 定 比 分 点 公式 : 4 4E =4B +3 4C， 即 


> 
+ 
ù 
> 
Š 


Festi +3, E=. 

如 果 用 回路 法 ， 则 有 

2(DF + FÈ) =2 DÈ +2 BË =AD +6 EC =AË + FD +6 EF +6 FÓ, 

比较 两 端 得 2 FÉ =AF +6 EF, B) AF =8FE. 

质点 法 : 4E =B+3C，3D =A +2B， 两 式 消去 B 可 得 3D +6C =A+ 
BE. 因 F 是 AE 和 CD 的 交点 ,于 是 3D +6C =4 +8E =9F， 故 AF: FÈ = 
8:1. 同时 得 DE: FC =6:3 =2. 

其 中 4E=B+3C 可 看 作 4 AÈ = AB +3 4 省 去 点 4 得到， 还 可 以 
按照 力学 中 重心 的 相关 性 质 来 理解 . 最 方便 的 是 在 BE =3 EC 中 把 向 量 
换 成 两 点 之 差 得 到 3(-C) = B -E 整理 而 得 . 

如 果 到 此 打住 ， 质 点 法 好 像 占 不 了 什么 便宜 . 


AF =8FE. 
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更 进一步 ， 若 将 已 求 得 的 3D +6C =A+8E 改写 为 6C -A=8E- 
3D, 设 P 是 4C 和 DE 的 交点 ,如 图 14-2, WH 6C-A=8E-3D=5P, 
由 此 就 可 以 分 别 求 出 分 4C 和 DE 的 比 , 即 CP PÀ = -1:6, EP: PD = 
=3:8. 


232 
P 图 14-2 


由 此 可 见 ， 用 质点 法 来 求 交点 分 线段 的 比 确实 方便 快捷 . 


乘 则 与 原 
MAERT. 
s a,), B=(b,, by, =, b,), W 


得 到 的 向 量 之 间 的 点 乘 则 与 
定义 2 设 4=(a,, a, 


A-B= > 
性 质 1 A-B=B-A; - 
性 质 2 4.(B+C)=4.B+4.C; (A) :B=A: tB) =t(A + B); 
性 质 3 14| = VA 有 = ya +a, + Tai 
性 质 4 4 .4>0， 当 上 且 仅 当 4 =0 时 等 号 成 立 ; 
性 质 5 |A-B|= /(A-B). (A-B); 
性 质 6 A B= A||B|eos(AB); ALB=A - B=0. 
【 例 14.2】 已 知 4C=m，BD =n, 9R(AB + DC) . (AD + BÓ). 
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证 明 

(AB +DĊ) - (AD+BC) =(B-A+C-D) - (D-A4 CAB) 
=(AĊ+DÈ) - (BD +AĊ) 
=AC -DË =m - n°. 

此 题 为 某 地 高 中 数学 联赛 试题 ， 考 查 向 量 之 间 的 转化 . 其 中 AB + 
DÈ = AC + DETA YEAR + D = (AB + BC) + (DÊ + CÈ) =AC+DB 得 到 ， 
但 BÓ 的 引入 可 能 还 是 不 如 把 向 量 看 作 质点 之 差 来 得 自然 

【 例 14.3】 证 明 任意 四 边 形 四 条 边 的 平方 和 ， 等 于 两 条 对 角 线 的 
平方 和 ， 再 加 上 对 角 线 中 点 连 线 的 平方 的 4 售 . 

证 明 此 题 若 用 综合 几何 来 证 ， 需 要 添加 辅助 线 ， 并 做 一 些 更 细 
致 的 分 析 . 而 用 解析 法 是 容易 的 ， 但 写 起 来 较 复杂 ， 每 个 点 看 作 (x， 
y), TKF x 的 表达 式 和 关于 y 的 表达 式 完 全 一 样 . 

为 了 书写 简便 ， 我 们 完全 可 以 用 一 个 字母 来 代表 一 个 点 ， 而 不 用 
横 纵 坐标 两 个 参数 ， 所 求证 命题 等 价 于 论证 下 面 等 式 成 立 ， 而 下 面 等 
式 成 立 是 显然 的 . 

(A-B)'+(B-C)'+(C-D)' + (D-A)° 
2 2 

当 四 边 形 是 平行 四 边 形 时 ， 命 题 结论 变 成 : 平行 四 边 形 四 条 边 的 
平方 和 ， 等 于 两 条 对 角 线 的 平方 和 . 

此 方法 可 轻松 证 明 不 少 问题 . 

例如 : 求证 四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 的 充 要 条 件 是 

AC + BD' = AB° + BC +CD TD4 


=(A-C)'+(B-D) +4[ 


等 价 于 
AC + BD? =AB° + BC +CD? + DA eA +C = B+ D. 
证 明 AC + BD' = AB° +BC +CD +D4 化 为 
(C-A)'+(D-B)'=(B-A)!+(C-B)'+(D-C)'+(A-D), 
即 
-2C.A-2B.D=A +B +C +D -2B - A -2C - B -2D  C-2A - D, 
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亦 即 (4-B+C-D)*=0， 从 而 4+C=B+D. 
例如 : 求证 三 角形 三 中 线 的 平方 和 等 于 三 边 的 平方 和 的 四 分 之 
三 .等 价 于 : 


(4- say +[8-SsAy' [c-i 


Un uw 


例如 : ik G 是 AABC 的 重心 ,1W 是 任意 点 (不 必 与 A4BC 共 平 
Hi), RUE MA? + MB? +MC = GA° + GB° + CC +3MHC 等 价 于 
(M-A)' + (M - B)° + (M - C)° 
4+B+C_4 (4+B+C_ p)? 
[5 5-4) (5-8) 
4+B+C _ alA+B+C Y 
(55 -5] +3( 3 - 叫 


【 例 14.4】 求证 : 梯形 为 等 腰 梯形 的 充 要 条 件 是 两 对 角 线 相等 . 
证 明 如 图 14-3， 以 梯形 ABCD 的 对 角 线 的 交点 0 为 坐标 原点 建 
立 坐 标 系 ， 设 0C =m OÁ, OD =m O08， 显然 mz# +1, 
|40|? - IBë|: =1 咏 -0 和 -10C-08P 
= 0 + Oà: -20D - OÀ - (OË +OP -20° - OB) 
= (m° - 1) (0È -0f) 
ya. ` 
=m -D(a T 


=t DÈ -ci, 
m-1 


H F m - 1, HU AD = BCesDB = CA. 
p ç 


图 14-3 
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另 证 “省 略 原点 0 的 形式 :如 图 14-3， 以 梯形 ABCD 的 对 角 线 的 
交点 0 为 坐标 原点 建立 坐标 系 , 设 C=mA,D=mB， 
|Đ} - |BĊ}? = |D -A}° - |C -B}? 
=D +A° -2D - A - (C +B -2C - B) 
= (mè -1) (B° A) = (Z+) DP - Ce), 


Hi Tm - 1, 所 以 4D=BCesDB = CA. 
[9414.5] 设 点 K，L，M，N 分 别 是 四 面体 48CD 的 棱 AB, BC, 


á ' a. E 2 
CD, DA khs, #K, L, M, N 四 点 共 面 ， H ap Bc: 求证 : 


Mc 
k ，(2008 年 全 国 高 中 数学 联赛 山东 省 预赛 试题 ) 

证 明 设 N=M+(1-h)D, L=kB+(1-k)C, K=mA+(1-m)B, 
M=nD + (1 -n)C, h K, L, M, N 四 点 共 面 可 得 = rN + J, + 
IK, W 


nD) +(1-n)C=rkA+r(1-k)D+skB+ (1 -k)C 
+K+ImA +t(1 -m)B, 
M) rk+tm=0, sk+((1-m)=0, r(1-k)=n, s(1 -k) =1 -n; 解 方 
程 可 得 


这 样 的 解法 基本 上 不 用 动脑 筋 去 想 ， 只 需 做 一 些 简单 的 一 次 函数 
的 计算 . 

【 例 14.6】 如 图 14-4， 在 线段 48 上 有 点 C. AB 外 有 点 D. E, 
F, G 分 别 是 CD, BD, AB 的 质点 , H 是 EG 中 点 ，FH Z AB TI. R 
WE: 1 是 4C 中 点 . 

已 知 : 2E=C+D, 2F=B+D, 2G=A+B, 2H=E +G. 

求证 : 存在 na, 使 得 1=nF+(1-n)H, 且 21=A+C. 

证 明 车 4+C=2nF+2(1-n)H, HJ 
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A+C=n(B+D) + (1 -n)4ŻĒŁC+D, 


=0, FE n= -1 使 得 等 式 成 立 . 


图 14-4 


B6 额外 发 现 : 此 时 1= -F+2H, iÑ H JE IF p. 
【 例 14.7】 如 图 14-5， 两 直线 交 于 点 5， 过 两 线 间 线段 48 的 中 
点 M， 引 两 直线 间 的 任意 两 条 线段 已 和 用, P=KINAB, Q =HJN 
AB, 则 MP = MQ. 


证 明 设 
(a+1)K=aS+A, (14-1) 
(b+1)H=bS+A, (14-2) 
而 
2M =A +B. (14-3) 


因 1=SBNHM, J=SBNKM， 由 (14-1) 和 (14-3) 式 消去 4 得 
(a+1)K-2M=aS-B=(a-1)J. (14-4) 
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由 (14-2) 和 (14-3) 式 消去 4 得 
(b+1)H-2M=bS-B=(b-1)1. (14-5) 

又 P=KIN4B, 0Q=HJNAB， 由 (14-1) 和 (14-5) 式 消去 5 得 

b(a+1)K-a(b-1)I=bA+aB=(a+b)P, 故 


(14-6) 


由 (14-2) 和 (14-4) 式 消去 5 得 a(b+1)H-b(a-1)J=ah4+bB= 
(a+b)Q, kk 


4 a 
= (14-7) 
由 (14-6) 和 (14-7) 式 易 知 MP = MQ. 


此 题 用 面积 法 ， 可 以 一 气 呵 成 : 237 


PM . BQ _ Samux Sanm _Sawk .Saxm Soum . Saim 
PA MQ Sa 


Saum Sarm Sam Sam Saum 
MI KH BJ. IH _ M .Sax Sams 


MI KM MH MJ_ 


“MH IM- JM ` MK” 
【 例 14.8】 如 图 14-6, P 是 一 定 圆 0 内 的 定点 ， 圆 0 半径 为 R， 
OP =p， 从 P 出 发 作 两 条 互相 垂直 的 射线 ， 分 别 交 贺 于 4 和 B 点 Q 是 
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PA 和 PB 确定 的 矩形 的 另 一 个 顶点 . R O 的 轨迹 . 
证 法 1 以 0 为 原点 , 由 Q=4+B-P 得 
Q =A +B +p +2A- B-2A - P-2B - P 
=2R +p +2 0À - PÈ -2 OB - OP 
=2R +p' +2 0P - PÈ -2 OB - OP 
=2R +p -2 0P - PÓ =2R - p'. 
所 以 点 Q 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 ，V2R -pp 为 半径 的 圆 . 
证 法 2 由 0Q=P+(4-P)+(B8-P) 得 
@ =P'+(A-P)'+(B-P)'+2P - (A-P) +2P - (B-P) 
+2(A-P) > (B-P) 
=P +4 +P -2A - P+B +P -2B - P+2P -A +2P -B 
-4P =2R - p°. 
所 以 点 Q 的 轨迹 是 以 0 HW, VR -p AEE. 
方法 2 似 拙 实 巧 ， 初 始 关系 式 看 似 复杂 ， 但 很 容易 消去 . 
【 例 14.9】 如 图 14-7， 设 48CD k — AF470096, E, F, G, 
月 分 别 是 48，BC，CD，D4 上 的 任意 一 点 ，0 ，0:，0,，0, 分 别 是 
AAEH, ABEF, ACFG, ADGH 的 外 心 ， 求证: 四 边 形 0,0,0,0, 为 
平行 四 边 形 . (1992 年 莫斯科 世界 城市 联赛 试题 ) 


图 14-7 


证 明 设 AE 和 EB 的 中 点 分 别 为 及 和 NN, 则 O,M1AB, ONL 
AB, 于 是 2M =A+E, 2N=E+B, (0, -M) - (A-B) =0,(0,- N) + 
(A-B) =0, HJ 


| aa 
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(0 -$64+5)): (4-8) =0,(0: -3(8+8)) (4-8) =0, 
故 [01 0: 一方 (4-B)) + (A-B) =0, B 
(0,-0,) . (A-B) s44 -8) - (A-B). 


同 理 可 证 (0, -0,) - (D-C) =}(D-C) . (D-C), 而 D-C= 


A-B, k 0, - 0, =0, - 0,, 四边形 0,0,0,0, 为 平行 四 边 形 . 

以 上 只 是 简单 介绍 了 质点 法 的 用 法 . 质点 法 的 最 新 研究 成 果 是 建 
立 了 能 处 理 希 尔 伯 特 交点 类 命题 的 仿 射 几何 机 器 证 明 算法 MPM( Mass- 
Point-Method) ， 并 编写 了 Maple 程序 ， 实 现 为 MPM 证 明 器 . 

验算 了 几 百 个 非 平凡 命题 ， 不 仅 效率 高 ， 程 序 自动 生成 的 证 明 也 
有 可 读 性 . 这 一 工作 是 广州 大 学 邹 宇 博士 在 张 景 中 教授 的 指导 下 完成 
的 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 邹 宇 博士 的 论文 《几何 代数 基础 与 质点 几何 
的 可 读 机 器 证 明 》. 

下 面 以 重心 定理 为 例 说 明 算 法 ， 然 后 给 出 塞 瓦 定理 和 梅 涅 劳 斯 定 
理 的 机 器 证 明 . 

【 例 14.10】 如 图 14-8， 点 D，E, 分 别 是 AABC 的 边 BC，C4， 
AB 的 中 点 ，4D，BE 交 于 点 G6， 则 C，P，G 三 点 共 线 且 


去 = 二 = 二 =2 (重心 定理 ) 
E GF 


图 14-8 
构图 方式 描述 : 四 取 不 共 线 任意 三 点 4，B，C; OR BC 的 中 点 
D; 图 取 CA 的 中 点 E; OMAB 的 中 点 F; GJ AD 和 BE 的 交点 C; 
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结论 : DC，F，C 三 点 间 有 线性 关系 ; @3G =4 +2D, 3G= B+ 
2E, 3G=2F +C. 
首先 将 第 一 次 相交 之 前 的 非 交点 构图 转化 为 质点 关系 式 : 2D = 
B+C; 2E=A+C; 2F=A +B; 
W G=ADNBE, KIER A, D, B, E 的 等 式 中 消去 C 得 到 
2D=B+C] 消去 C 
i 
进一步 有 3G =A+B+C. 要 证 明 本 题 的 结论 ， 需 要 找 出 C，P，C 
的 关系 : 


一 一 4+2D= B(A z Sr 


) =36; 


3G=A ik 前 去 4 BC _2F +C. 
2F=A+B 

故 结论 D 和 @ 成 立 . 

总 的 来 说 ， 质 点 几何 消 点 方法 可 以 分 为 以 下 三 个 步骤 : 

步骤 1 用 构造 性 的 方式 描述 几何 定理 ， 即 用 一 系列 构图 语句 表明 
所 涉及 的 点 之 间 的 关系 ， 并 将 结论 表述 为 确定 的 或 不 确定 的 质点 关系 式 . 

步骤 2 根据 质点 几何 的 基本 原理 和 方法 ， 将 构图 语句 转化 为 质 
点 表达 式 ， 然 后 按照 构图 要 求 逐步 进行 质点 消 点 运算 ， 不 断 得 到 新 的 
质点 关系 式 ， 直 到 构图 结束 

在 这 个 过 程 中 ， 首 先 将 第 一 次 相交 之 前 的 非 交 点 构图 转化 为 质点 
关系 式 . 并 尽 可 能 把 新 点 都 表示 为 初始 构图 的 三 个 不 共 线 的 点 的 线性 
组 合 ， 这 三 个 点 以 下 称 为 基点 . 这 样 每 个 表达 式 消 点 后 的 表示 除 一 个 
常数 因子 外 是 惟一 的 ， 等 式 是 否 成 立 就 可 以 从 形式 上 判断 . 

当 两 直线 相交 时 ,计算 过 程 分 四 步 : 

(1) 确定 每 条 直线 上 的 两 个 点 ; 

(2) 从 已 求 得 的 质点 关系 式 中 搜索 与 这 四 个 点 有 关 的 等 式 ， 通过 
“ 消 点 ”( 消 去 无 关 的 点 ) 求 得 只 含有 四 个 点 的 质点 关系 式 ; 

(3) 分 别 表示 出 交点 与 两 直线 上 的 两 已 知 点 之 间 的 关系 ; 

(4) 把 交点 表示 为 三 个 基点 的 规范 组 合 . 

步骤 3 验证 结论 : 检查 所 要 的 结论 是 否 包含 在 已 得 到 质点 关系 
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式 之 中 ; 或 由 已 得 到 的 质点 关系 式 继续 推导 并 找到 需要 的 结果 . 

注意 这 里 的 消 点 顺序 和 消 点 方式 与 面积 方法 不 同 ; 面积 方法 是 根 
据点 引进 的 先后 顺序 倒 过 来 一 个 一 个 地 从 结论 表达 式 中 消 赴 ， 最 后 留 
下 相互 无 关 的 自由 点 . 而 质点 方法 则 在 构图 过 程 中 就 把 新 作出 的 点 表 
示 成 基本 点 ， 一 次 可 能 消去 多 个 点 ， 最 后 消去 在 结论 中 不 出 现 的 点 ， 
推出 能 表示 所 要 结论 的 等 式 . 

下 面 给 出 塞 瓦 定理 和 梅 涅 劳 斯 定理 的 机 器 证 明 ，MPM 证 明 器 给 出 
证 明 过 程 是 人 工 可 以 检验 的 . 

【 例 14.11】 如 图 14-9， 点 0 是 A4BC 所 在 平面 上 的 任意 一 点 ， 
A0, BO, CO 分 别 交 对 边 BC, CA, AB FAD, E, F, W 


AP BD CË 
=. =1.( 塞 瓦 定理 ) 


FÈ DÈ EÀ 


4 


Points( A,B,C); 


5 D c 
A,B,C F= (AB) ACCO) 
Osa +bB+ (1 -a -b)C NSP 
D=(4A0)N(8C) s s “4 
B_-C=ltarbc-_ 4,0 Fe .如 
b ~" arbtath 
p= -le n-p. -Cles)(D-0) 
EU nC) 5 
ClLratbcE。 B, O -多 -加 
pa- (=-1+rarbC [AF][BD][CE] .| 
Tise -isb [FB]1DCILEAI 


图 14-9 
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对 计算 机 给 出 的 证 明 ， 我 们 稍 加 解释 .首先 是 给 出 任意 三 点 A, 
B，C， 那 么 平面 上 的 任意 点 O 都 可 以 由 4，B,C 三 点 线性 表示 ， 此 
时 引入 了 参数 Mb, m D, E, F 三 点 也 可 以 由 4，B，C fla, b & 
示 . 由 0=a4+6B+(1-a-b)C 转 化 成 

p-(ltasb) c. 4.0 


看 似 只 是 简单 变形 ， 二 者 之 间 的 几何 意义 却 发 生 了 根本 性 的 变化 ， 前 
KIEA, B, C 三 点 线性 表示 O， 后 者 则 是 说 BC 与 40 有 交点 ， 且 分 
BC 的 比 为 -b:( -1+a+b)， 为 了 保证 有 和 C 前 系数 和 为 1， 需 要 规范 
fk, -b+(-1+a+b)=-1+a, 所 以 BC 与 40 的 交点 也 可 表示 为 
D2 6B ，(C-L+a+rbC， 


bs = -irse 1 
?和 2 同 理 求 出 和 的 表达 式 ; 最 后 根据 题 意 ， 做 减法 ， 做 除法 即 可 消去 


A, B, CHa, b, 命题 得 证 . 
【 例 14.12】 如 图 14-10, 点 D 和 分别 是 AABC 的 边 BC 和 CA 


上 的 任意 点 ，P= DEn4B， 则 


F BD CË i 

二 :一 :一 = -1.( 梅 涅 劳 斯 定理 ) 

FÈ DÈ EÀ 

A AB,C 

F asnp=nsnc 
Use)E=cya4 
F= (AB) (DE) 

Š DE Aaa, B 

l+ l+ MET] 


s Ona a 
Tena ieia 


ImerÇP,D,E,A,B) 
mtioproduc3(A,F,F,B,B,D,D,C,C,E,E A); 
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在 上 述 邹 宇 的 论文 中 ,还 引进 了 复 系数 的 质点 几何 . 基于 复 系数 
质点 几何 的 性 质 和 运算 ， 建 立 了 对 欧 氏 平面 几何 中 可 构图 命题 类 有 效 
的 可 读 机 器 证 明 的 算法 并 实现 为 Maple 程序 . 从 数 百 个 非 平 凡 命题 的 
检验 数据 看 ， 算 法 效率 很 高 ， 产 生 的 证 明 可 读 性 也 令 人 满意 . 


244 


NW... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to EAucational Mathematics 


第 15 = 
向 量 杂 题 


本 章 大 致 可 分 成 四 部 分 . 

-是 用 向 量 法 证 明 一 些 常见 的 几何 性 质 . 有 些 人 热衷 于 做 难题 
而 对 一 些 基本 性 质 却 忽略 了 ， 其实 ， 用 各 种 方法 证 明基 本 性 质 ， 相 当 
于 从 多 个 角度 看 问题 ， 容 易 看 得 透彻 .而 所 谓 难 题 的 解决 ， 也 不 过 是 
依靠 各 种 基本 性 质 的 组 合 罢 了 .用 向 量 法 证 明 常 见 几何 性 质 ， 看 看 向 
量 法 解 哪些 问题 比较 有 效 ， 哪 些 则 较 困难 ， 以 后 应 用 向 量 解 题 ， 也 能 
做 到 心中 有 底 ， 

-是 用 向 量 法 证 明 一 些 和 “ 心 ”相关 的 问题 ， 主 要 是 三 角形 的 重 
心 、 重 心 、 外 心 、 内 心 和 正 多 边 形 的 中 心 . 其 中 有 一 条 常用 的 性 质 需 
要 强调 ,对 于 多 边 形 4,4,…A4, WA, CA, + GÀ; +… + GA, =0 可 看 作 
是 重心 的 向 量 形式 的 定义 . 而 对 于 正 多 边 形 中 心 0 而 言 ， 重心 G 就 是 
中 心 0， 所 以 也 有 OA, + QA; +…+ 04 =0; 此 外 还 男 有 一 巧 证 : 将 正 
多 边 形 旋转 360°/n Ki, OA, + QA + … + OA E OA, +… + OA, + 
0 和 ， 而 只 有 零 向 量 可 以 有 多 个 方向 ， 所 以 OA, + OA +… + OA, =0. 

三 是 用 向 量 法 证 明 一 些 不 好 分 类 的 杂 题 . 这 些 题 目 中 ， 有 些 不 用 
向 量 法 较 难 证 明 

四 是 用 向 量 法 证 明 一 些 经 典 几何 定理 . 虽然 用 其 他 的 方法 会 比 向 
量 法 证 明 来 得 容易 ， 但 作为 专题 研究 ， 我 们 有 必要 去 尝试 向 量 法 到 底 


ESCE SEE E-i 


能 做 什么 ， 不 能 做 什么 ， 向 量 法 的 极限 在 哪 ? 

【 例 15.1】 求证 等 屡 三 角形 三 线 合 一 ， 即 等 腰 三 角形 的 顶 角 平分 
线 、 底 边 上 的 高 、 底 边 上 的 中 线 互相 重合 . 

证 明 如 图 15-1， 已 知 4B = 4C. 由 | 本 | = |A] = |AB + BC | (9 
|38|? = [AB + Bë BC +26 - BÈ =2 BÈ - (AB + 1 pÉ) =0. 其 
几何 意义 是 : 等 腰 三 角形 底 边 上 的 中 线 垂直 底 边 . 

若 4D 是 高 线 , WAB - AD = AD = AC . AD, 于 是 

AB +» ADcos Z BAD =AC + ADcos Z CAD, ZL BAD = ¿ CAD, 
于 是 AD 是 角 平分 线 .此 式 可 倒 推 . 
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【 例 15.2】( 一 般 中 线 长 公式 ) 若 4D 是 A4BC 中 线 , 则 
AD =} VB +24C = BO. 
证 明 iH AB = AD + DB í AB =AD + DB° +2 AD + DÈ; ih AÓ = 
AD + DC AC = AD + DC +2 AÜ - DC, 两 式 相 加 可 得 AB +AC = 
24 +206, BIDLAD =} /2AB +2AC BE. 


【 例 15.3】 对 于 平面 上 四 点 4，B，C，D, 求证 : AB + CD + BC * 
4D>4C * BD.，( 托 勒 密 定理 ) 
证 法 1 建立 复 平面 ， 设 4，B，C, DAWIE, za, zc, zo, W 
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AB *# CD + BC + AD 
= lza -34| |zo -zel + lze -zs | lz -z4 | 
= |zazo 一 zazc 一 zhzp + zuzc | + |zczp -Zcž4 一 zszp + zaz, | 
> |zažp -zszc -zizp + Z4Zc +zczp 一 zcz4 — zazp + zpz4 | 
= | “zase susp +zczp + zaz, | 
= lze -z| lzo -zal 
=AC + BD 
当 且 仅 当 4 点 共 线 或 4 点 共 圆 时 等 号 成 立 . 
补充 1 直线 和 圆 之 间 存在 对 应 关系 ， 警 如 可 将 欧 拉 定理 看 作 是 
托 勒 密 定理 的 特例 . 欧 拉 定理 : A, B, C, D 为 直线 上 任意 四 点 ， 
W AB - CD +A - DÈ + AD - BÓ =0. 托 勒 密 定理 : 设 四 边 形 内 接 于 圆 ， 
则 对 角 线 的 积 等 于 对 边 乘积 之 和 . 反之 , 设 有 四 个 点 ， 两 条 对 边 的 积 
等 于 其 他 两 对 对 边 乘积 之 和 ， 则 这 四 点 共 圆 或 共 线 . 
补充 2 对 于 四 点 4，B，C，D， 不 管 是 平面 还 是 空间 内 , 恒 有 
AÈ - CD + BÈ - AD = AÓ + BD. 


证 明 
AB - CD + BÈ - AD = (AÓ - BÓ) - TÒ + B (MC + CD) 
=é - CÚ + BÈ - AÓ 
=AC. BD. 
注意 : 不 能 用 AB - CD + BÓ - AD = AC - 而 推出 托 勒 密 定理 . 因 
为 下 面 式 子 中 的 第 二 个 不 等 号 无 法 推导 得 到 . 
|AĊ - BD| < |AC + BD| < |AB - CÒ| + [BÈ - AD| 
SAB + CD + BC * AD? 
根据 题 设 条 件 构造 向 量 ， 并 运用 向 量 数量 积 的 运算 法 则 及 其 性 质 
可 简捷 证 明 某 些 旦 向 量 数量 积 结构 形式 的 三 角 恒等式 . 
【 例 15.4】 求证 : cos(a +B) = cosacosB - sinasinB. 
证 明 构造 向 量 
亚 =(cosa,sina) , n = (cos(— B) ,sin(-B))， 


m * n = cosacos — sinasing; m - n = |m] |n |cos(a +8) =cos(a +B) , 
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所 以 
cos(a +B) = cosacosB — sinasing. 
类 似 可 证 cos(a — B) = cosacosB + sinasinB. 
【 例 15.5】 如 图 15-2， 等 边 A4BC 的 内 切 圆 0 上 有 点 P， 若 
AABC 的 边 长 为 a, R: PA + PB + PC 


4 


À 
AA - 


图 15-2 


解 
PA? + PE? + PÈ = (PÓ + 0À)° + (PÓ + OB) + (PÓ +0)? 
PO +2 PÓ . (OÀ + OB + OG) +304° 
=3PO +304 
“ga 2 
=3. (2a) +3. ($a) š 

[415.6] 证 明 : 正方 形 外 接 圆 上 的 点 已 到 正方 形 顶 点 的 距离 平 
方 和 与 点 尸 的 位 置 无 关 . 

我 们 来 证 一 个 更 一 般 的 结论 : 在 半径 为 R 的 贺 上 内 接 正 n 边 形 
414,…4,， 点 到 圆心 0 的 距离 为 4， 求 点 P 到 正 n 边 形 所 有 顶点 的 
距离 平方 和 . 

证 明 

PA? + PA; +- + PA? 
= (PO+ O00) + (PO+O0): + + (PÓ + 042) 
=n(FR +d) +2 PÓ - (OA, + OA; +- + OA) =n(R + d). 
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此 结论 可 向 空间 扩展 ， 警 如 例 15.7 和 例 15.8. 

【 例 15.7】 如 图 15-3， 在 立方 体 ABCD - EFGH 中 ， 空 间 一 点 P 
到 立方 体 中 心 0 的 距离 为 4， 那么 P 到 这 八 个 顶点 的 距离 平方 和 为 
定 值 . 


图 15-3 


仿照 例 15.6， 可 求 得 此 定 值 为 6a* +8d*， 其 中 a 是 立方 体 边 长 . 
【 例 15.8】 如 图 15-4， 已 知己 是 棱 长 为 a 的 正四 面体 48CD 内 切 
球面 上 的 任意 点 , 求证: PA? + PB: + PC: + PI 为 定 值 . 


4 


图 15-4 


此 题 原 载 于 (数学 教学 )1994 年 第 5 期 的 《数学 问题 和 解答 》 栏 目 ， 
原 解答 是 综合 几何 方法 ， 较 为 复杂 
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证 明 
PA? + PB° + PC + PD? 
= (PÒ + 0À): + (PÓ + 0B)’ + (PÓ +0C)? + (PÓ +0D)° 
=4(402+OP) 


10 10 
= "940 -4， 9 


1.2... 
16 (AB +AC +AD) 


[415.9] 求 圆 内 接 正 ” 边 形 的 所 有 边 和 对 角 线 的 平方 和 ， 其 中 
圆 半径 为 R 
解 设 0 为 圆心 , 设 从 顶点 4 到 其 他 顶点 的 平方 和 为 5,， 则 
S, =AA +AA? += +AA, 
DOr s ALONS + 
=2nR° +2 A,Ô - (OA, + OA, +- 
Wi S= s, z =. 除 以 2 是 因为 每 条 线段 都 重复 计算 了 . 


s 10) 如 图 15-5, 已 知 在 A4BC 的 边 上 有 做 匀速 运动 的 三 
MD, E, 它们 分 别 从 4，B，C 处 同时 出 发 ， 并 同时 到 达 B,，C，4 
处 . 求证 : 在 运动 过 程 中 ，ADEF MORE. 


+ (AÒ + 042)° 


图 15-5 


证 明 设 ADEF 的 重心 是 C, HAB + BÓ + CÀ =0 í 


AB -78 EC BË CA 


ip AD tpp BË tep CË =0; 
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由 题 意 得 


所 以 她 + 好 +CF=0; 而 OD + E+GF=0， 两 式 相 减 得 Gh + GB + GÓ 
=0， 所 以 CG 也 是 A4BC 的 重心 . 

【 例 15.11】 如 图 15-6, 在 A4BC 中 求 点 P, 使 得 PA + PB? + 
PC 最小. 
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图 15-6 


解法 1 
PA? + PB? + PC: = PÀ: + (PÀ + AB): + (PA + AG)° 
=3 PÀ? +2 PÀ - (AB +AĊ) +AB + AG 
一 人 -1 — TA — —, 
=3[PÀ - T (AB +16] +A + - L (AB AÓ, 
BA, wPi=T(AB+AÓ)BI, P 为 三 角形 重心 ,PA? + PB' + PC 


最 小 . 
解法 2 设 A4BC 的 重心 为 G， 则 
PA? + PB? + PC = (PG + CA) + (PÈ + GB) + (PG + GC) 
=3 PË +2 PÓ - (GÀ +G +G) + GÀ: +GP + GÓ 
=3 PË + GÀ: + GË + G°. 
显然 ， 当 已 和 C 重合 时 ，P 为 三 角形 重心 ，P4 + PE + PC 最 小 . 
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两 种 解法 比较 ， 解 法 1 是 没有 假定 目标 ， 设 定 基本 向 量 ， 其 余 向 
量 都 可 以 用 基本 向 量 表示 ， 然 后 运算 求 极 值 ; 解法 2 大 胆 猜测 P 与 重 
b 6 的 关系 ,处 处 向 G 靠拢 ， 充 分 利用 重心 性 质 . 

【 例 15.12】 如 图 15-7, 车 0 为 A4BC 外 心 ，C 为 A4BC 重心 ， 
R Y AABC 外 接 圆 半径 ， 则 

=m - w rè 


ri 


图 15-7 


证 明 
DÀ + 0È + 0É ° 
0@ -[ s ) 
_O + OË +0@ +2(0À - OÈ + OÈ - OC + OC - OÀ) 
u 9 


3È +2R° (cos24 + cos2 B + cos2C) 


9 


3R +2R°[3 -2(sinz4 +sin2B +sin°C) 


9 


p-tb + 
=R- y 
[8115.13] 设 6 为 A4BC 的 重心 在 A4BC 所 在 平面 上 确定 点 


PP 位 置 , 使 得 4P - AG + BP - BG + CP - CG 有 最 小 值 ， 并 用 A4BC 的 
边 长 表示 这 个 最 小 值 . (第 42 届 IMO 预选 题 ) 
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证 明 
AP - AG+ BP - BG + CP - CG 
=AP - AĠ + BP - BÈ + CP - CG 
=(AĞ +GP) - AG + (BG + GP) - BÈ + (CG +GP) - C 
=GP - (AG + BG + CÓ) + AG + BG + C 


= a K. 2 a. Sa Ep s R É 
= [j8 +18] + [4i + 86) ] + [S(t+ 08))] 
= [2 + BÈ + CË) +2(AB - AC + BÀ - BÈ + CÀ - GB) | 
= jar +BC +CA°). 
当 P 和 6 重合 时 ， 等 号 成 立 . 
其 中 倒数 第 二 步 用 到 AP + BC + CË =2 (AB - AC + BÀ -+ BÈ + 
CÁ. CB), Jkh (AB + BÈ + CÀ)? =0 展开 移 项 而 得 . 
【 例 15.14】 如 图 15-8, 已 知 P 是 非 等 边 A4BC 外 接 圆 上 任意 
-点 ， 求 ， 当 PP 分 别 位 于 何 处 时 ，PA? + PB° + PC 取得 最 大 值 和 最 
小 值 . 


图 15-8 


解 设 A4BC 外 心 为 0, 重心 为 6， 外 接 圆 半 径 为 R， 则 
PA? + PB° + PC: = (PÓ + 0À)` + (PÓ + OB)? + (PÓ + 0C)° 
=6R° +2 PÓ - (OÀ + OB + 0Ċ) 
=6R° +2 PÓ -3 OG, 
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而 -1P01106|<PO - OC< |PÖ||OĊ|, 4 P # 0C 反 向 延长 线 
上 时 PA? + PB° + PC 取 最 大 值 6R +6R10C|， 当 PP 在 0G 延长 线 上 时 
PA? + PB? + PC 取 最 小 值 6R* -6R10C|. 

【 例 15.15】 欧 拉 不 等 式 : 若 尺 为 A4BC 外 接 贺 半径,r 为 AABC 
内 切 圆 半径 ， 则 R27. 

我 们 来 证 一 个 更 进一步 的 结论 , 设 0 为 A4BC 外 心 ,1 为 AABC 
内 心 , 则 OF =R -2Rr. 

证 明 

a DÀ +b OB + b oc 
Tra 
è OR +6 OB? +ë OC? +2ab OÅ - OB +2be OB + OC +2ca OG - OÀ 
(a+b+c)' = 


_ R? (a° +b +) +2R’(abcos2C + becos2A + cacos2 B) 
E (a +b+c)° 


oP = 


R (aè +IP +è) +2R° (ab -2absin’C + be —2besin'A +ca — 2easin' B) 
(a +b +e) 


RR(atbte)’ ~abc(a+b+e) 


(atb+ec)’ 


=R -2Rr. 
最 后 一 步 化 简 用 到 三 角形 面积 关系 : Se eath 
【 例 15.16】 设 A4BC 的 外 心 为 0，D,E, F 分别 是 BC, CA, 


AB 的 中 点 ,求证 : AD + BE + CF < 21, 104; AD + BE + CF< 20A. 


证 明 设 重心 为 C, 
AD? + BE? + CF =u +BG' + CG) 


=L (46 +00)? + (BO+06) + (CO+06)’] 


= [340 +2(40 + BÖ + CÔ) -0+3 0@] 
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[310 +3 0] < 


(AD + BE + CF)° =AD + BE? +CF° +2AD * BE +2BE * CF +2CF + AD 
<3(AD + BE + CF°) =3 Zor, 


JIDA AD + BE + CF< 20A. 


【 例 15.17】 i MORO AABC 平面 上 任意 一 点 , H E AABC 的 垂 
心 ， 0 是 A4BC 外 接 圆 的 圆心 ，R 是 该 圆 半径 ， 求 MA'+ MB + MC - 


$r * MH 的 最 小 值 . 


解 
° 
m EMi MA MA? | Ra MA>2MA?, 
即 
ME 3 e PÈ. 
R >> MA -T 
同 理 


MP, 2 É MC'_3 R 
MB - R PMC -2 


wan en acne + MB +MC) 38R, 


IA? + MB? + MC: = (MÓ + OÀ)?’ + (MÓ + OB)? + (MÓ + O00) 
=3M0° +2 MÓ - (OÀ +0B + OC) +3R° 
=3M0' +2 MÓ - OÑ +3R° 
=3MO + (OM + OR - MIP) +3R° 
>3R° -OR +MP; 

因此 
MA + +MC' >$ GR -0R +M) -3R， 


[4° + MB? + MC -RAMP 3R -FROR ORRO , 


ETETEN] 


显然 M tj 0 重合 时 等 式 成 立 . 
【 例 15.18】 如 图 15-9， 在 半径 为 R 的 圆 0 内 有 两 条 互相 垂直 的 
弦 4C HI BD XFA P, 求证 : 
PÀ +PÈ + PÉ +PÜ=2 PÓ, AB + BC + CD? + DA’ =8R°. 


B 55 
图 15-9 
证 明 设 4C 和 BD 的 中 点 分 别 为 W RUN, MUJ 
PÀ + PÈ + PC + PD = ( PÀ + PC) + (PÈ + PD) 
=2 PH +2 PÑ =2 PÒ; 


将 此 式 平方 可 得 
PÀ? + PP + PO + PIP +2 PÀ - PË +2 PE. PD =4 PO, 
TARE OREERT tp 
PA. PÈ =PÈ - PD =0P -R° , 
于 是 


PÀ’ + PP + PC + Pr =4R°; 
AB? + BC? +CD? + DA? =2(PÀ? + PP + PË + PI) =8R°. 

[$15.19] 如 图 15-10， 在 圆 内 接 五 边 形 48CDE 中 ， 设 任意 三 
个 顶点 构成 的 三 角形 的 重心 为 G6， 由 G 向 另外 两 顶点 的 连 线 作 垂 线 . 
证 明 : 这 10 条 垂 线 交 于 一 点 . 

分 析 ”此 题 牵 涉 10 条 垂 线 ， 不 说 把 垂 线 都 表达 出 来 ， 哪 怕 就 是 画 
出 来 也 是 麻烦 事 . 这 种 题目 最 要 紧 的 就 是 要 抓 住 对 称 性 ， 作 一 条 垂 线 
代表 一 下 就 行 了 ; 而 圆 中 最 对 称 的 点 莫 过 于 圆心 了 . 
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M 15-10 
证 明 设 0 是 圆心 , M 和 NN 是 0 和 G6 在 DE 上 的 投影 点 上 就 是 
所 求证 的 交点 ， 则 
OR = 0 + GR =} (OÀ + OB +0) +k OÑ 
= (0À +08 +0Ċ) + (0D + 0È), 
此 时 若 人 = 二， 540R = 1- (OÀ + OÈ + OÈ + OB + OÈ) , 此 式 关 


于 五 边 形 的 五 个 项 点 平等 对 称 . 同 理 可 证 点 K 在 其 余 九 条 垂 线 上 . 

【 例 15.20】 如 图 15- 11, 半径 为 R 的 0 有 内 接 四 边 形 
AAAA, H,, H,, H,, H, 分 别 是 AAAA, AAAA, AAAA, 
AAAA, 的 重心 . 求证 : M, H, H,, H, 四 点 共 圆 ， 并 求 其 半径 . 


证 明 GOA, + OA, +04 +04 =0C; haet RAMMER A 
OH; = 0A, + 0A, + OA, = OÈ - OA; ; 

于 是 | 有 CE| = |OĊ-OH,| = 1081 = R, F) 38 |#,Ó| = TO4| = R, 
|M,Č| = |OA,| =R, |H,Ċ| = |OA,| =R. FẸVA H,, H,, H,, H, 四 点 共 
圆 ， 半 径 为 尺 

从 上 述 推导 过 程 可 见 ，C 是 此 圆 的 圆心 . 设 四 边 形 4,4,4,4, 两 条 
对 角 线 的 中 点 连 成 的 线段 的 中 点 为 W， 则 0C =4 0 防 ， 这 个 等 式 提供 了 
作出 此 圆心 的 简单 方法 . 从 物理 意义 上 看 ，M 是 等 质量 质点 组 
A4,4,4,4, 的 重心 . 

【 例 15.21】 如 图 15-12， 是 否 存在 四 个 平面 向 量 ， 它 们 两 两 不 共 
线 ， 其 中 任何 两 个 向 量 之 和 与 其 余 两 个 向 量 之 和 垂直 。 


4 


A 
AAN 


图 15-12 
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解 存在 . 譬如 ,在 正 A4BC 中 ，0 为 其 内 心 ，P 为 其 内 切 圆 上 
任 一 点 ， 且 P 不 为 04，0B，OC 与 内 切 圆 的 交点 也 不 为 切 点 ， 则 向 量 
PÀ, PB, PC, PÒ WIRI, HWER NZR. 
证 明 
(PÀ +P) - (PC+PO) = (PÓ + 0À + PÒ + OB) - (PÓ + OG + PÔ) 
=(2 PÓ +0À + 0B) - (2 PÓ +0Ċ) 
=4 PO -OË =0, 


HJ(PÀ + PB) 1 (PÈ + PÓ). 
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此 题 有 没有 其 他 的 解答 呢 ? 其 实 很 多 . 
设 此 四 向 量 为 a, b, c, d, 记 a +b=U, c+d=V， 这 里 设 U 和 
V 是 任意 一 对 相互 垂直 的 非 零 向 量 . 于 是 可 设 
a=AU+aV,b=(1-A)U-aV, 
c=BU+pV,d= -BU+ (1 -n) V, 
不 失 一 般 性 , WU = 1, V =E, 由 (a+c)*(b+d)=0 和 (a+d)， 
(b+c) =0 得 
(A +8) +Ela +y) =(A+B): +Ela +y)’, 
(A-B) +E(u -a) =(A-B) +E(p -a)°. 
两 式 相 加 减 得 
A+ 厅 =A2+ 订 +EO2+o)， 
B + Ea =2AB +2Epa. 
从 后 一 式 得 (1 -2A)B = -E(1-24)a, WT a=1(1 -2A),B= 
—-tE(1 -2p)， 代 入 前 式 得 
A+ Ep =A? +E (1 -2p) + Ey + Ee(1 -2A)’, 
整理 后 得 ， 
(4 E+1)(A +E) =EÈ(1 +E) +(4PE+1)(A?° +B), 
即 


2 D2 a Er(1+E) 
(+B )- (A +Ep) + A E +1 0. 


此 式 结合 a=!(1-2A)，B= -tE(1 -2y) ， 即 为 问题 的 通 解 . 
这 样 虽然 解决 了 问题 但 几何 上 不 够 直观 . 
对 一 些 特 款 ， 可 以 转换 为 几何 的 表述 . 
HR E=1, 则 a=t(1-2A)，B= -t(1-20), TCA, J) 只 要 满足 
(A? +p?) -(A+A) ao 
即 可 . 把 (A，A) 看 成 平面 上 点 的 坐标 ， 上 述 等 式 表明 点 (A,，) 在 一 
个 圆 上 ， 圆 的 标准 方程 为 


2 ` 
(-3) {7-2 ETIN 


misganmam 


再 取 +=0.5， 则 圆 的 半径 为 0.5， 于 是 得 到 下 面 的 几何 命题 ? 

如 图 15-13，0 是 正方 形 顶 点 ，M 和 和 是正 方形 的 以 人 @ 为 端点 的 
两 边 的 中 点 ，! 是 过 N 而 垂直 于 MN HAR, PRENERA LE 
点 . 过 己 作 平行 于 正方 形 的 边 的 两 直线 分 别 交 直 线 1 和 MN + C 和 4， 
D 是 C 关 于 的 对 称 点, B 是 4 关于 MM 的 对 称 点 ; 则 4 EJE QA, QB, 
QC, QD 中 ， 任 意 两 向 量 之 和 垂直 于 另 两 向 量 之 和 


图 15-13 


读者 可 以 选取 其 他 特 款 ， 创 作 有 趣 的 几何 问题 . 

【 例 15. 22】 如 图 15-14， 设 四 边 形 ABCD 与 四 边 形 4'8'C'D' 的 面 
积分 别 是 $ 和 S'， 若 四 边 形 ABCD 内 有 一 点 0， 使 得 04 = AB), OB = 
BC, 0C=0D’, OD=DA, WLS=2S'. 


图 15-14 
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证 明 ”下 和 08 构 成 的 平行 四 边 形 04MB 与 BC* 和 A 本 构成 的 平行 
四 边 形 4B'C'N 是 全 等 的 ，Sauon = Sou = 让 Suwew Sarre: 同 理 可 
得 Sagoc =Sawcw，Sacoo =Sacww，Sapo =Saowr， 所 以 
S =S aos +Sanoc + Sacon + Sapo =Sarwc +Sagcw +Sacow * Sanm 
=2S'. 
【 例 15.23】 设 边 长 为 1 的 正 A4BC 的 边 BC 上 有 n 等 分 点 ， 沿 点 
8 到 C 的 方向 , WKH P, Pas s Pus 车 
5,=AB - AP; +AP + AP; ++ +AP,_, * AÓ 
求证 : S. -52 
证 明 Kk, AC = APU. 则 
AP... aP; = [Añ + k tB) . (7+ Bè) 


-和 


n 

[815.24] 任 给 8 个 实数 a, b, c, d, e, f. g, h, 求证 : ac + 
bd, ae+bf, ag+bh, ce+df, cg + dh, eg + fh k 6 个 数 中 ， 至 少 有 一 
个 非 负 . 

证 明 ”构造 平面 上 四 个 向 量 (a, b), (c, d), (e, f), (g, h), 
显然 已 知 的 六 个 数 是 这 四 个 向 量 两 两 组 合 的 数量 积 ; 而 向 量 两 两 组 合 
所 成 的 角 之 中 必然 有 一 个 不 超过 360°/4 =90*， 所 以 命题 得 证 . 

【 例 15.25】 现 有 七 个 向 量 ， 其 中 任意 三 个 向 量 之 和 的 长 度 都 等 
于 其 余 四 个 向 量 之 和 的 长 度 ， 求 证 : 这 七 个 向 量 之 和 等 于 零 向 量 . 


证 明 设 这 七 个 向 量 为 wm(i=1, 2, =, 7), Y aza, 记 =a, 


7), 则 |b.| = la-b,|， 整 
s2, =, 7), 七 式 相 加 得 


+a, +a, Bitan =a(i=1, 2 
W44 b? =a -2ab, +b?, Bla'=2ab,( 
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Ta =2a 5 b,, 即 7a* =6a°, 所 以 a =0. 

【 例 15.26】 如 图 15-15, 已 知 等 边 A4BC 内 部 的 一 点 万 ,在 4B， 
BC, CA 三 边 上 的 垂 足 分 别 为 忆 ， E, G, 求证 4F+BE+CC 和 Ser+ 
Sanne + Saonc 都 为 常数 . 
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1 F B 
图 15-15 
(1) 证 法 1 设 等 边 三 角形 边 长 为 a， 
A) BÈ 
AF=——, BE=——, 
1 三 | 1 了 CI 
AD-AÈ BD. BC CD. CÀ 
AF+BE+CG = 


— + * s 
|AB| lac| 1c4| 
sHaD. AB + (BÀ +AD) - BÈ + (CÈ + BÀ +AD) . CÀ] 


=L. BÈ + (TÈ + BÀ) . = +o] -3 


证 法 2 用 向 量 法 证 更 一 般 的 结论 . 
已 知 点 也 在 任意 A4BC 的 48，BC，C4 = KIRENA F, E, 
G, WJ DÈ - CÀ + DÀ - CÀ + DÀ - AB + DB - AB + DB - B + DÓ - BÈ =0. 
证 明 
DÈ - CÀ + DÀ - CÀ + DÀ - AB + DB - AB + DB - BÓ + DÓ - BÈ 
=DÈ - CÀ + DÀ - (CÀ +AB) + DB - (AB + BC) + DÓ - BÈ 
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=DÈ + CÀ + DÀ - CÈ + DÈ - A + DÓ - BC 

=BC - AC + CÀ - BC =0, 
即 

GA - CA + FB - AB + EC - BC = GC > CA + FA > AB + EB + BC; 

如 图 15-15， 当 A4BC 为 等 边 三 角形 时 ， 则 

GA + FB + EC =GC + FA + EB. 

也 就 是 说 4F + BE + CC 等 于 周 长 的 一 半 ， 为 常数 . 

(2) 如 图 15-16, 设 AD, BE, CF 是 A4BC 的 中 线 ， 点 K 是 
AABC 重心 , 点 G 是 A4BC 内 部 一 点 , 作 GH// CF, GI /AD, GJ / 
BE, WJ 


W Sacin + Saca + Sacw = 
262 


证 明 WAG =AH+HG=mAB +n FC, W S acu =mnS sanci 
BË = BÚ + DÀ + AĠ = BD + DÀ +m AB + n FÓ 


=BD+DÀ+m (AD + DÈ) En (KD + DÈ) 
1l_m .3,)pë [i -m - *)Dá 
-[z-2+40)8e+[1 m 2)54, 


MJ 


ee 


人 
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Cë = CÀ +4AÇ = CÀ +m AB +n FÉ 


=Ci+m(AË+ EB) + 3 n (KË + EÓ) 


4 
则 
Sras (1 -FFn ep) 
PEES IET VART [mi (z-e -m-2 
+ 人 -全 -3 人 -到 ]ssw 


=TSue 
M AABC 为 等 边 三 角形 时 ， 三 角形 中 线 和 高 重合 ， 则 
Sanur Sam + Saor = Sule, 
巧 证 如 图 15-17，AABC 为 等 边 三 角形 ， 设 点 也 在 48，BC，C4 
三 边 上 的 垂 足 分 别 为 PP， 及 ，C， 过 点 也 作 三 角形 三 边 的 平行 线 ， 易 证 


Al=CH, IF =FK, BM=1A, ME=EH, CJ=BK, JG=6GL, 
所 以 AF + BE + CG = FB + EC + GA. 
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同样 的 ， 易 证 
Sovw = Sanar Sanr =Sam Sapa =S apao: Sus = Sams 
Saves =Sapen, San =Same» 
所 以 š 
Sauor +S aane +S aeoe =S anor +S acne +S savo 
【 例 15.27】 如 图 15-18， 已 知 不 等 边 锐角 A4BC 内 部 的 一 点 D, 
TEAB, BC, CA 三 边 上 的 垂 足 分 别 为 P， 已 ，C,， 若 
AF +BE+CG=AG+CE+BF, 


Sauor + Sang + Sacne = Sans +S acne +S sancs 


DD 或 为 AABC 外 心 0 RA I 


图 15-18 
证 明 显然 当 点 D 为 外 心 或 内 心 时 ， 满 足 条 件 .下面 分 两 步 
Hti. 
(1) 根据 条 件 4AF + BE + CG =AG +CE+ BF 证明 满 足 条 件 的 点 DD 
EHR OIE. 
ae- 五 .了 ,本 :正本 .可 


_ AD. AB , (BÀ +AD) - BC, (CÀ +AD) - CÀ 
- % + W 


= 向 量 杂 题 


+ccosB +b 


=(mA0 +n 3) - (27 BÈ, G 


sm( $+$ +eco- 2) 


bte-a bte-a atc-b 
"| co ) treesB+o 


a+c-b 


= (m+n) (= eeosB) + ecosB +b, 


从 而 
ate-b atc-b 
(mtn (= eeosB) = ~ ecos, 


由 于 A48C 为 不 等 边 锐 角 三 角形 ，& 二 2 二 4 -ceos 有 B 不 恒 为 0， 所 以 m+ 


n=1, 点 D 在 直线 01 上. 

(2) 根据 条 件 Sanr + Sane + Sacoc 
足 条 件 的 点 也 非 0 B I. 

设 垂直 于 4B8， 且 指向 点 C 的 单位 向 量 为 e,.， 同 理 定义 。,，e,; B 
h, H BC 边 上 的 高 ; 


mr + Sacor + Sawc 证 明 满 


2s EAE n AD n e,) BD. *+ (BÈ. agit Ch Tb e) 
AD.AB. ab v e,) p PAAD) BË, OCT AD) ve.) 


+ 本) .可 


= ta -AB i imida Ah Wa 


e 


— D +e. +(mAÓ +n AN) +e.) 


Sl 


2 anah, q. 4 (n0 a) 


z 0*5=8] + (mReosC +nr) 


=[m $ +n 
2 
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„BÀ - BC + (m(AB + BÓ) +n(AB + BD) ) + BC 
a 
*(BA.e,+(m(AB+BO) +n(AB +BÌ)) - e.) 
b_ bte-a 
s." š )) 


+ 人 (+( -my- 


+ (mReosB + nr) 


s(m3+ +ntte= $) * (mReosC +nr) 


+ (cos +m( -ecos +$) +n( -ees8+ te=6)) 


* (h, +m( -h, +ReosA) +n( — h, +r) ) 
(e+ (mzn) 
Hf m=1 -n RAENT IE 
n° R( ccosB -ccosA — beosC + bcosÀ + acosC ~ acosB) 
=nR(ceosB — ceos4 — beosC + jcos4 + acosC — acosB). 
由 于 A4BC 为 不 等 边 锐角 三 角形 ， 
ceosB — ccosA — beosC + beosA + acosC — acosB 
不 恒 为 0， 所 以 n =0 或 n=1， 也 就 是 点 D 或 为 A4BC 外 心 0 或 内 
心 了 
此 题解 答 过 程 也 就 暗示 着 当 A4BC 为 等 边 三 角形 时 ， 对 于 AABC 
内 部 所 有 点 都 满足 条 件 
AF +BE+CG=AG+CE+BF, 


* (mReosB + nr). 


Saane + Sanng +S acne =S anor + Sacos + S aap + 
【 例 15.28】 如 图 15-19，4 与 CE 交 于 点 F, # BF 的 延长 线 交 
a BD. cë 


AC 于 G, 求证 : 1.( 塞 瓦 定理 ) 


EÈ DÈ GÀ 
证 法 1 AË =u EB. BD =v DË, CÈ =w GÀ, a J&AD 093543 
it, 则 : 


CÈ a. CË a. CD a(i DB) Lses WE i 
FÈ a-FÈ a-AÈ "e " v agb u! 
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即 所 窝 证 。 
证 法 2 i2AE=u EB, BD=v DC, CG =w GÀ, 
AÈ + FÜ= AÓ + + *pB 
= (1 +w) AŻ +F) + Lt!( DF + FÈ), 
整理 得 : 


AP + FC = AB + B 
(says Z K. ON 
= TU (AP + FÈ) + (1 +v) (DË + FB), 


对 边 48 和 DC 


整理 得 : AF =u (1 +e) FD. 综合 两 式 可 得 : une 
【 例 15.29】 如 图 15-20， 设 四 边 形 ABCD 的 一 
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的 延长 线 交 于 点 EE， 另 一 组 对 边 AD 和 BC 的 延长 线 交 于 点 F, MJ AC 
的 中 点 上 ，BD 的 中 点 M. EF 的 中 点 N 三 点 共 线 ( 此 线 称 为 高 斯 线 ) . 


a T 


4 B E 
1 15-20 


baed F, AB =m BË, WJ 

CÀ +2 AB + BD =AB + CD = m( B + CË) + CD 
=m BÊ +m CË + CD =AD + CÈ 
=n(DÈ+CF) +C =n DÓ +n CF + CÈ 

=m BÈ +n DÈ 


(由 前 式 解 出 (m+n+1)BC=n BÈ, (m +n +1) DÊ =m DÈ) 


= 一 2mm HÑ 


mtntl 


( 因 2 MÑ =2 MÈ +2 BÈ +2 FÑ = DÈ +2 BË + FÈ = BË + DÉ). 
证 法 2 BAB =u AÉ, AD =v AF, JMB DCF, BCE 和 DCBA 来 确 
定点 C 的 分 比 : 由 
DE+CF=DF=(1 -0)AF, Bé +CË = BË = (1 -uAE, 
得 


DÈ + CÈ =DÀ +AB =v FÀ +u AÈ = (BC+ CÈ) -1 
-u 


整理 后 得 到 
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(1 -u)DË+ (1 -v)CË =u(1 -v)CÈ +o(1 -u) FË, 
由 平面 向 量 基本 定理 得 Da 
(i -WDE=u(1 - r) CË. (15-1) 
对 三 个 中 点 顺 次 用 定 比分 点 公式 (或 中 点 消去 公式 ) ， 再 利用 回路 
AFCE 和 4BCD 得 
4 IN =2(LÈ +LÈ) =AF + CP +AE +CE =2(AF +CE), (15-2) 
4 IM =2(LD + LÈ) =AD + CD + AB + CB =2(AB +CD). (15-3) 
由 原 设 得 
AB = u AÈ =u( AD + DÈ) =u(v AF + DÓ + CË). (15-4) 
结合 (15-4) 和 (15-1) 式 得 
AB + CD = uw AF + (1 ~u) CD +u CÈ 
=w AF +u(1 -v)EC +u CË =w(AF +CÈ) (15-5) 
由 (15-5) ，(15-2) ，(15-3) 式 得 研 =w 成 ,这 证 明了 /上 ，M 
HR. 
注意 : 在 (15-1) 式 中 ， 为 了 确定 点 C 的 分 比 ， 要 用 到 三 个 回路 等 
R. 如 果 用 内 积 ， 就 可 以 一 气 呵 成 . 如 图 15-16, Uka 是 她 的 法 向 
量 ， 则 


a- ((1-r)4P) 
a (Hai) 
š 


_aL- 0. 


l-u a-AÈ 


这 就 简捷 地 得 到 了 (15-1) 式 . 
证 法 3 i BC =m BP. AË=n BË. AD =kAP, W| 
DÈ =DÅ +AÈ =DÀ +n BË =n BË -k DP, 
CÈ = BË - B = BË - m( BÀ + AP) = (mn — m + 1) BË -m AF. 


由 到 入 


， 得 有 mn 一 m+1) =mn. 又 
pp _ LOS 25 
BI. - BM =BC +> CÀ 2BD=BC +7 (BÀ BC) 2 (BA +AD) 
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EEROR EEATT, 
= 二 BC 34D=3BC 2*(BF BA) 
1 ss. ÚX. = 
=y(m-k)BF+yk(1 -n)BE. 
国 = 二 (1 -m)BË + +n BË, 因为 Kmm -m+1) =ma, 所 以 
O Aee eN 
m-k kl -ay 


WMLZ/LN, WAH LIAI, MAL, M, NZARR. 

著名 的 帕 普 斯 定理 的 构图 中 ， 涉 及 三 对 线段 的 交点 . 有 资料 用 颇 
大 的 篇 幅 ， 借 助 于 坐标 法 实现 了 此 定理 的 向 量 法 证 明 . 下 面 利用 内 积 
提供 一 个 简捷 的 证 明 . 

【 例 15.30】 如 图 15-21， 设 两 直线 相交 于 点 0, A, B, C 
R, X, Y, Z ERIR. 点 P 是 AY 和 BX 的 交点 JÉ AZ 和 CX 
的 交点 ,点 RR 是 BZ 和 CY 的 交点 . 求证 : P, Q. R 共 线 ( 帕 普 斯 
定理 ). 


证 明 ik OX: OY: 0Z =x: y: z, QA: OB: OC =a: b:e, e LAY, WJ 
sam m. WAS 
ia ban 
+i) ee 

a 


METIR e De (10 


同 理 
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CR_:(e-b) ZR_c(z-y) AP_x(b-a) 
CY cz-by 'ZB cz-by AY by-axr" 


设 CX 和 PR 交 于 点 Q, AZ 和 PR 交 于 点 Q,， 只 需 证 


ike, LXC, e, LAZ, M| 
POOR PQ te @Ñ-e PX- e, ZË. e, 


ea 


ORPQ, =" 


QRPO, OR- e, PÒ, -e, CR- e, PÀ- e, 
BX. e, ZÈ - e, 


(y-x)(z-y. 
deee -b)(b-a)} z 


z) (zy) P: s: e 
`e pa) CY.e YÁ: e, 


(ERAP = 
最 后 一 行 是 因为 
BC= e-b)0C xy. 20X, 


AB= b-a)0A yz= — 
a 


R OG - e, = 0 - e,, DÀ - e, = 0Z - ez. 

对 于 塞 瓦 定理 、 高 斯 线 定理 、 帕 普 斯 定理 这 样 的 共 点 、 共 线 问 
题 ， 用 向 量 法 来 解 并 不 是 最 优 的 ， 用 面积 法 来 解 要 简单 很 多 ， 请 参看 
《新 概念 几何 》( 张 景 中 ，2002). 
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第 16 章 
从 向 量 角度 看 锈 规 问 题 


本 章 将 介绍 一 些 有 限制 的 作 图 问题 . 

初等 几何 中 ， 作 图 工作 只 许 用 圆规 和 无 刻度 直 尺 ， 称 为 尺 规 
wR. 

尺 规 作 图 初 看 简单 ， 实 则 奥妙 无 穷 ， 具 有 挑战 性 ， 能 够 培养 数学 
思维 和 数学 能 力 . 其 历史 悠久 ， 影 响 深远 ， 特 别 是 古 希 腊 三 大 几何 难 
题 更 是 吸引 了 无 数 数学 爱好 者 . 随 着 人 们 数学 水 平 的 提高 ， 从 最 开始 
的 尺 规 作 图 ， 又 引发 出 了 单 尺 作 图 、 单 规 作 图 、 锈 规 作 图 ( 仅 用 开口 
夹 角 固定 的 圆规 作 图 ) 等 更 高 难度 的 作 图 . 

1982 年 ， 美 国 几何 学 家 匹 多 ( Pedoe ) 在 加 拿 大 的 数学 杂志 《数学 问 
题 》( Crux Math) 提出 了 两 个 几何 作 图 问题 . 


问题 1 已 知 两 点 4 和 有 8， 只 用 一 把 生 锈 的 圆规 ( 假设 只 能 画 半 径 


为 1 的 圆 ) ， 能 和 否 作出 点 C， 使 得 A4BC = 角形 ? 

问题 2 已 知 两 点 4 和 B， 只 用 一 把 生 锈 的 圆规 (假设 只 能 夯 半 径 
为 1 的 圆 ) ， 能 否 作 出 线段 AB 的 中 点 M? 

需要 强调 的 是 ， 由 于 没有 直 尺 ，4 和 B 两 点 间 没 有 线段 相连 ， 这 
使 得 问题 困难 很 多 . 

下 面 我 们 分 析 问题 1. 


匹 多 的 学 生 无 意 中 作 出 了 图 16-1， 这 使 得 问题 1 得 到 了 部 分 解 
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决 : 如 果 4B <2， 用 生 锈 圆规 能 够 作出 点 C， 使 得 A4BC 是 等 边 三 
角形 . 


综合 几何 证 法 : 由 对 称 性 ，AC4B 是 等 腰 三 角形 . LACB = 
2 Z GCB = LCFB =60"， 所 以 A4BC 是 等 边 三 角形 . 

能 和 否 用 向 量 法 来 证 呢 ? 暂且 卖 个 关子 ， 先 来 看 看 一 个 趣味 数学 
问题 . 

如 图 16-2， 把 一 些 易 拉 鲜 放 在 两 夹板 之 间 堆 成 一 堆 ， 这 些 易 拉 饼 
底部 半径 为 0.5， 两 夹板 之 间 的 距离 为 4，4B =3， 而 C 可 在 一 定 范围 
内 活动 ， 这 样 就 导致 0)，E,，F 的 位 置 有 高 有 低 . 但 不 管 C 位 置 如 何 ， 
总 是 存在 AF = BF. 


2S 
O20 


H 16-2 
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解 如 图 16-3， 以 4B 为 对 称 轴 作对 称 图 形 ， 连 接 各 圆 圆心 ， 得 
到 一 系列 单位 菱形 , 得 匀 =AC + GI = DC + GË = FË + EB = FB, 而 FI 
上 4B8， 可 得 四 边 形 41BF 是 萎 形 . 


此 问题 可 扩展 ， 璧 如 将 10 个 易 拉 钠 堆 成 四 行 . 

看 了 此 题 的 解答 之 后 ， 类 似 就 会 解答 前 面 那 道 题 了 . 反之 则 不 然 ， 
特别 是 易 拉 镶 个 数 增多 之 后 ， 综 合 几 何 证 法 较 难 解决 易 拉 贸 堆积 问 
B. 图 16-3 中 出 现 了 很 多 边 长 相等 的 菱形 ， 这 是 锈 规 作 图 的 结果 ， 而 
向 量 法 很 擅长 解 萎 形 问题 ， 这 也 是 为 什么 要 从 向 量 角度 来 看 锈 规 问 题 
的 原因 . 

那么 对 于 48 >2 时 ， 如 何 求解 ， 三 年 过 去 了 ， 仍 然 找 不 出 作 图 的 
方法 . 正当 数学 家 们 猜测 这 也 大 概 是 一 个 “不 可 能 ”的 作 图 问题 时 ， 
三 位 中 国 数学 工作 者 : 单 增 、 张 景 中 、 杨 路 ( 当时 3 人 都 在 中 国 科技 
大 学 任教 ) 用 不 同方 法 做 出 了 肯定 的 回答 . 

他 们 是 如 何 解决 这 个 鞭 长 莫 及 的 问题 的 呢 ? 

请 看 图 16-4. A 和 中 是 两 个 给 定 的 点 ，4 和 8 相距 较 远 ,但 中 间 有 
一 个 过 渡 点 M, AM 和 BM 就 小 如 果 分 别 作 正 AAMD 和 正 
ABME， 再 找 点 C， 使 得 四 边 形 MECD 是 平行 四 边 形 , 那么 A4BC 也 
是 正三 角形 . 
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证 明 
AÈ - e = (AM + MB) - e” =AD + MÉ = AD + DÊ = AG, 
此 处 穿插 一 个 相关 命题 . 如 图 16-5， 以 平行 四 边 形 ABCD 的 BC 
和 DC 边 向 外 作 正 ACBE MADCF, RE: AAEF 是 正三 角形 . 
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图 16-4 图 16-5 


证 明 AÈ- l = (AB + BÈ) e = DP + AD = AP, 所 以 A4EF 是 
正三 角形 . 

在 图 16-4 的 启发 下 ， 我 们 可 以 以 4 为 中 心 ， 向 四 周 用 生 锈 圆规 作 
由 边 长 为 1 的 正三 角形 组 成 的 “蛛网 点 阵 ”. 这 些 蛛 网 点 阵 是 由 一 些 
同 中 心 的 正六 边 形 组 成 的 在 点 阵 中 一 定 可 以 找到 点 D, 使 得 AAMD 
是 正三 角形 (你 能 找到 吗 ? 注意 : M 和 D 在 同一 层 正六 边 形 上 )。 A 
为 MB <2， 可 用 图 16.1 的 五 圆 作 图 法 作出 正 ABME， 再 作 C 使 得 
MECD 是 平行 四 边 形 ， 则 A4BC 是 正三 角形 ， 所 要 的 点 C 找到 了 
(图 16-6). 

这 里 必须 还 解决 一 个 问题 . 如 何 用 生 锈 圆规 作 平行 四 边 形 MECD? 
这 是 可 以 办 到 的 . 

如 图 16-7， 用 长 为 1 的 线段 把 MM 和 D EEK, EMA E Etk 
起 来 ( 当然 ， 这 些 线段 是 作 不 出 来 的 ， 只 能 作出 端点 ) . 作 图 顺序 : 由 
Q fl P, 作出 (1)， 由 (1) 和 忆 HCO), HOAD ERG), h EA 
(1) 作出 (4)， 由 (4) 和 (2) 作 出 (5)， 由 (5) 和 (3) 作 出 C. 
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图 16-6 


图 16-7 


作出 图 16-7 后 ， 从 向 量 的 角度 来 看 ， 结 论 是 显然 的 . 

匹 多 提出 的 问题 1 到 此 完满 解决 . 问题 2 请 参看 《数学 家 的 眼光 》 
( 张 景 中 ，2007)。 需 要 指出 的 是 ， 图 16-6 和 图 16-7 对 问题 2 的 解决 十 
分 有 用 . 从 此 ， 在 尺 规 作 图 这 一 古老 课题 的 研究 记录 上 ， 写 下 了 中 国 
人 的 一 页 . 

锈 规 作 图 中 所 出 现 的 蛛网 模型 ， 在 一 些 几何 题 中 也 会 出 现 ， 警 如 
图 16-3. 下 面 我 们 介绍 波 利 亚 ( Polya) 研 究 过 的 一 个 数学 问题 . 这 个 问 
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题 ， 最 初 是 如 何 想到 的 ， 不 得 而 知 ， 作 者 猜测 可 能 与 锈 规 问题 有 点 
关系 . 

美国 数学 教育 家 波 利 亚 是 国际 著名 的 解 题 大 师 ， 他 在 数学 解 题 方 
面 有 着 不 同 寻 常 的 见解 ， 其 专著 引入 中 国之 后 ， 反 响 很 大 . 波 利 亚 在 
《数学 的 发 现 ) 中 ， 为 了 说 明 解 题 需要 闪电 击 中 般 的 灵感 ， 给 出 了 这 样 
一 个 案例 : 

“A. 如 果 三 个 相同 半径 的 圆 过 一 点 ， 则 通过 它们 的 另外 三 个 交点 
的 圆 具有 相同 的 半径 . 

这 是 我 们 要 证 的 定理 . 它 的 令 述 简短 而 明确 ， 但 是 没有 充分 清晰 
地 表达 出 来 ， 如 果 我 们 作 一 图 (图 16-8) ， 并 引进 适当 的 符号 ， 便 得 到 
下 列 更 明确 的 复述 : 

B. 三 个 圆 k，!，m 具有 相同 半径 r， 并 通过 同一 点 0. 此 外 ，! 和 
m 相交 于 点 A, m 和 上 相交 于 点 8，k 和 1 相交 于 点 C， 则 通过 点 4， 
B, CHI e 的 半径 也 是 亚 . 

接 下 来 ， 波 利 亚 引导 读者 作出 图 16-9， 并 将 求证 的 定理 再 一 次 改 
变形 式 ， 


图 16-8 图 16-9 


“C. 如 果 9 条 线段 KO, KC, KB, LC, LO, IA, MB, MA, MO, 
都 等 于 r， 则 必 存 在 一 点 E， 使 得 下 列 三 条 线段 EA, EB, EC 都 等 
Fr”. 

最 后 ， 波 利 亚 构造 出 图 16-10， 以 图 16-9 中 的 七 个 点 构造 出 平行 


= 
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六 面体 ， 其 中 点 已 就 是 所 要 寻找 的 点 . 只 要 将 这 个 平行 六 面体 投影 在 
一 个 平面 上 即 可 . 


图 16-10 


从 这 一 案例 ， 我 们 看 到 波 利 亚 在 解 题 分 析 的 过 程 中 ， 不 断 转化 命 
题 的 表达 形式 ， 使 之 向 我 们 熟悉 的 情形 靠拢 ; 最 后 利用 平面 与 空间 的 
转化 ， 使 问题 的 解决 变 得 直观 . 

波 利 亚 的 这 一 解 题 分 析 和 引导 是 让 人 佩服 的 . 佩服 之 余 ， 如 果 我 
们 动手 做 一 做 题目 ， 包 括 作 图 ， 就 会 发 现 : 波 利 亚 在 将 命题 4 转化 到 
命题 8 时 ， 图 形 画 得 十 分 特殊 ， 图 16-8 中 的 4，B，C 三 点 都 构成 等 
边 三 角形 了 ， 这 极 容易 让 人 误解 . 如果 严格 按照 命题 4 作 图 ， 过 点 4， 
B, C 的 圆 和 过 点 有 M，L， 的 圆 只 是 半径 相等 ， 圆 心 未 必 重 合 . HA 
亚 在 图 16-10 中 也 明确 指出 : 过 点 4，B，C 的 圆 的 圆心 是 另外 的 点 已 , 
而 不 是 原来 的 点 O. 

把 任意 三 角形 画 成 等 边 三 角形 ， 这 是 不 符合 数学 规范 的 ， 作 为 解 
题 学 的 经 典 著作 更 应 该 避免 . 可惜 的 是 ， 此 案例 被 我 国学 者 多 次 原封 
不 动 地 引用 ， 光 本 书 作 者 所 见 就 有 10 多 本 著作 ， 却 无 人 指出 作 图 的 
Wk. 

有 资料 在 引用 波 利 亚 的 这 个 案例 之 后 ， 给 出 下 面 的 简化 证 法 . 
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证 明 如 图 16-9， 
AB = 0B - OÀ = (OR + 0M) - (OL + 0M) = 0K -OL =1K, 

同 理 AC = MR, BÓ = MË, Br DL AABC:O AKIM. 两 个 全 等 三 角形 的 外 
接 贺 半径 相等 ， 而 人 KLM 的 半径 是 r， 所 以 过 点 4，B 和 C 的 圆 e 的 半 
径 也 等 于 

该 资料 的 证 明 是 基于 图 16-9 这 个 特殊 图 形 给 出 的 , 但 点 0 只 是 在 
中 间 过 渡 ， 最 终 是 要 消去 的 ; 所 以 这 一 证 法 也 适用 于 一 般 情形 . 

为 了 避免 误导 ， 我 们 还 是 作出 符合 初始 题目 的 一 般 性 图 形 ， 并 指 
出 过 点 4，B,C 的 圆 的 圆心 . 这 一 图 形 没有 引进 平行 六 面体 ， 方 便 对 
投影 不 熟悉 的 读者 . 

另 证 如 图 16-11， 易 证 四 边 形 KOLC, OMAL, BMOK EZH, 
则 KC = 0Ë = MÀ; EJ BPCK, WBP = KÉ = 砚 ， 易 得 四 边 形 BMAP 
Æ; 所 以 PA = PB = PC = KC =r, 点 尸 是 过 点 4，B，C 的 圆 的 
圆心 . 


S7 


S 


图 16-11 


如 果 我 们 摆脱 对 大 师 的 迷信 ， 自 己 尝试 来 解 这 道 题 ， 其 实 也 并 不 
是 很 困难 . 

如 图 16-12, it KM 交 BOFS, LM 交 40 T T, 显然 3 和 了 分 别 
FZE BMOK 和 MALO 的 中 心 ， 由 中 位 线 定理 可 得 BA =2ST = KL; 同 


279 


M... 绕 来 绕 去 的 向 量 法 


Go to Educational Mathematics 


理 可 得 BC =ML, AC=MK; FLI AABC: A KLM. 


be 图 16-12 
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所 以 说 ， 奇 思 妙 想 、 层 层 引 入 固然 让 人 称赞 ， 但 朴实 无 华 、 简 单 
直接 更 显 自然 本 色 . 

利用 超级 画板 ， 我 们 容易 得 出 此 问题 更 一 般 的 推广 . 

如 图 16-13，AABC 内 部 有 点 0， 作 平行 四 边 形 OBDC, OCEA 和 
OAFB, 求证 ，A4BC ADEF, FLAD, BE 和 CF 交 于 一 点 . 
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证 明 DÈ=DĊ+CÈ=BÒ+0À=BÀ, FIEF = CB, FD = AÓ, 所 
DLAABC:S ADEF; 而 四 边 形 BDEA 和 BCEF FIVE) 显然 BE 
和 CF 过 4D 的 中 点 . 

注意 到 解 题 过 程 中 ,点 0 只 是 一 个 中 间 过 渡 ， 是 要 消去 ， 这 说 明 
结论 的 成 立 与 点 O 的 位 置 无 关 . 点 0 在 A4BC 外 部 (图 16-14) ， 结 论 二 了 


s 


o 
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下 面 这 道 题 是 作者 利用 超级 画板 探究 蛛网 模型 时 的 发 现 . 

如 图 16-15， 三 个 等 半径 的 圆 过 点 已 A, B, Q 是 它们 两 两 相交 
且 不 同 于 尸 的 交点 ， 过 点 Q 作 同 样 半径 的 第 四 个 圆 ， 交 两 圆 于 C 和 
D. 求证 : ABCD 是 平行 四 边 形 . 
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证 明 如 图 16-16， 
AB =AÈ + EB = HP + PË = HỌ + QË = DG + G = DC. 


图 16-16 


本 章 最 后 给 出 一 个 有 趣 的 铀 圆 作 图 题 
32% 傅 种 孙 〈1898 ~ 1962) 先生 是 我 国 老 一 辈 著 名 的 数学 教育 家 ， 培 
养 了 一 大 批 优秀 人 才 

据 传 种 孙 先生 的 学 生 回忆 : 当年 傅 先 生 在 北京 师 大 附中 教 几何 
时 ， 每 逢 考试 ， 必 有 预先 告诉 学 生 要 带 圆规 和 直 尺 . 但 学 生 们 常常 忘 带 
考试 时 临时 抱佛脚 ， 就 用 铝 笔杆 代替 直 尺 ， 再 从 兜 里 拿 出 一 个 铜 加 
( 形 同 现在 流通 的 硬币 ) 来 画图 . 传 种 孙 先生 针对 这 个 情形 ， 干 脆 出 
了 一 个 题目 ， 让 学 生 研 究 “用 一 个 铜 圆 代替 圆规 ， 能 够 代替 尺 规 作 图 
的 哪些 工作 ?” 

传 种 孙 先生 提出 的 铜 贺 作 图 比 锈 规 作 图 更 加 困难 ， 因 为 无 法 作出 
已 知 圆 的 圆心 .目前 ， 铜 圆 作 图 ， 能 做 什么 、 不 能 做 什么 ， 还 没有 定 
论 ， 这 是 一 个 非常 有 趣 的 而 又 具有 挑战 性 的 开放 性 问题 下面 给 出 一 
个 已 被 解决 的 问题 . 有 兴趣 的 读者 ， 可 动手 用 硬币 作 图 试 斌 

问题 ”用 硬币 作 圆 ， 然 后 在 圆周 上 任 作 一 点 ， 请 利用 该 硬币 作出 
另 一 点 ， 使 得 这 两 点 是 圆 的 直径 . 

作 图 “如 图 16-17， 假 设 最 初 所 作 圆 是 以 4 为 圆心 ， 所 作 点 为 B 

XBMC, 交 圆 4 + D; 

过 D 作 圆 E, XA C + F 

过 F 作 圆 G， 交 圆 4 于 及 ,， 交 圆 E 于 1; 
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H, IRJ, 圆 ] 交 圆 4 于 KK; 
圆 玉 即 为 所 求 作 的 点 ， 此 时 BK 是 圆 4 的 直径 . 


3283; 
注意 ;图 中 的 圆心 和 线段 都 是 为 了 说 明 方便 而 作出 ， 实 际 上 是 不 
存在 的 
证 明 AB = DÈ = EP =1G = JH = KÁ. 
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几何 问题 千变万化 ， 不 同 的 方法 各 有 长 处 . 有 不 少 题目 用 向 
量 法 做 起 来 比较 简明 快捷 ， 也 有 不 少 题目 用 面积 法 或 质点 法 更 为 
直观 方便 . 还 有 一 些 题目 ， 用 综合 法 能 够 巧妙 地 做 出 来 ， 用 向 量 
法 反而 显得 策 拙 . 这 不 是 遗 赚 ,而 恰恰 显示 了 几何 的 丰富 和 
优美 . 

向 量 方法 是 解 几何 问题 的 通 法 ， 翻 来 覆 去 只 用 那 几 条 规则 . 
此 外 ， 面 积 法 和 质点 法 也 是 通 法 ， 并 且 已 经 有 了 造 用 于 相当 广泛 
的 命题 类 的 机 械 化 算法 . 面积 可 以 用 向 量 的 运算 表示 ， 所 以 面积 
法 给 出 的 题解 原则 上 都 可 以 改写 成 向 量 法 . 质点 法 的 基本 公式 都 
可 以 写成 向 量 形式 ， 所 以 质点 法 给 出 的 题解 更 容易 改写 成 向 量 的 
形式 . 在 这 个 意义 上 ， 用 向 量 法 解 几 何 题 实 质 上 也 应 有 适用 于 相 
当 广泛 的 命题 类 的 机 械 化 算法 ， 只 是 还 没有 具体 实现 罢了 . 

用 向 量 解 几何 题 ， 并 非 数 学 家 引入 向 量 的 主要 目的 . 向 量 理 
论 的 大 用 场 ， 还 在 更 多 、 更 高 深 、 更 有 用 、 更 重要 的 数学 或 物理 
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学 的 分 支 里 . 向 量 的 基本 思想 是 把 事物 简化 . 本 来 用 两 个 数 、 三 
个 数 甚至 一 万 个 数 表示 的 东西 ， 在 一 定 条 件 下 可 以 用 一 个 字母 表 
T. 这 样 表示 之 后 照样 能 运算 ， 必 要 时 又 可 以 分 解 成 两 个 数 、 三 
个 数 甚至 一 万 个 数 . 其 神通 好 比 孙 悟空 的 毫 毛 ， 分 开 来 可 以 变 出 
成 百 个 东西 ， 合 起 来 又 是 一 点 点 . APEE, PERAHU 
何 ， 用 向 量 解 几何 问题 ， 是 让 他 们 初步 体会 一 下 向 量 的 威力 ， 体 
验 一 下 分 分 合 合 的 数学 思想 的 高 明之 处 

表达 面积 要 用 三 个 点 ， 表 达 向 量 要 用 两 个 点 ， 表 达 质 点 只 要 
一 个 点 .比较 这 三 种 不 同 的 解法 ， 质 点 法 处 理 问题 时 所 考虑 的 对 
象 可 以 具有 最 小 的 “粒度 "， 所 以 质点 比 向 量 更 基本 ， 既然 上 海 
在 初中 就 讲 了 向 量 ， 能 不 能 让 学 生 思 路 再 开阔 一 些 ， 讲 点 质点 几 
何 呢 ? 

质点 法 的 发 现 基于 考虑 两 点 如 何 相 加 . 从 加 法 想到 减法 ， 两 
点 相 减 就 成 了 向 量 . 如 果 先 讲 向 量 ， 把 向 量 说 成 是 两 点 相 减 的 结 
果 ， 再 从 减法 说 到 加 法 ， 就 引出 了 质点 几何 . 这 样 ， 不 但 向 量 加 
法 的 首尾 衔接 法 更 为 显然 ， 而 且 把 数 轴 上 的 有 向 线段 、 解 析 几 何 
里 的 定 比分 点 公式 、 向 量 坐 标的 计算 以 及 力学 中 重心 和 力矩 等 知 
识 都 联系 起 来 了 . 笔者 曾经 在 一 次 中 学 生 夏令 营 报告 会 上 用 半 小 
时 讲 质点 几何 ， 引 起 很 大 兴趣 . 不 少 同学 当时 就 学 会 了 用 质点 几 
何方 法 计算 一 些 通常 认为 比较 困难 的 线段 比例 计算 问题 . 在 中 学 
讲 讲 质 点 几何 基本 知识 ， 能 否 帮助 学 生 提 高 解 题 能 力 ， 更 快 更 好 
地 学 习 向 量 和 解析 几何 ， 值 得 一 试 . 

书 故 数学 大 师 华罗庚 和 当代 数学 大 师 吴 文俊 ， 都 特别 强调 几 
何 要 与 代数 结合 . 只 讲 几何 不 讲 代数 ， 是 飞 不 高 飞 不 远 的 .几何 
与 代数 的 结合 ， 有 坐标 方法 和 非 坐 标 方法 .用 坐标 方法 研究 几 
何 ， 发 展 成 了 “代数 几何 "; 用 代 教 方法 但 尽量 不 用 坐标 研究 几 
何 ， 发 展 成 了 “几何 代数 ”. 向 量 是 代数 几何 的 基础 ， 也 是 几何 
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代数 的 基础 、 同 时 更 是 大 学 里 要 学 的 数学 分 析 、 解 析 儿 何 和 高 等 
代数 这 些 主要 数学 课程 的 基础 之 一 . 希望 本 书 有 助 于 读者 体会 向 
量 的 奥妙 ， 更 好 地 掌握 向 量 方法 ， 更 重视 向 量 的 学 习 和 教学 . 
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